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Vorrede zur ersten Auflage.

Wenn ich das Werk, dessen ersten Theil ich hiermit dem
Publikum tibergebe, als Bearbeitung einer neuén mathematischen
Disciplin bezeichne, so kann die Rechtfertigung einer solchen
Behauptung nur durch das Werk selbst gegeben werden.
Indem ich mich daher jeder anderweitigen Rechtfertigung ent-
schlage, gehe ich sogleich dazu iiber, den Weg zu bezeichnen,
auf welchem ich Schritt fiir Schritt zu den hier niedergelegten
Resultaten gelangt bin, um damit zugleich den Umfang dieser
neuen Disciplin, so weit es hier thunlich ist, zur Anschauung
zu bringen. Den ersten Anstoss gab mir die Betrachtung des
Negativen in der Geometrie; ich gewshnte mich, die Strecken
AB und BA als entgegengesetzte Grossen aufzufassen; woraus
denn hervorging, dass, wenn A, B, C Punkte einer geraden
Linie sind, dann auch allemal AB - BC == AC sei, sowohl wenn
AB und BC gleichbezeichnet sind, als auch wenn entgegen-
gesetzt bezeichnet, d. h.- wenn C zwischen A und B liegt.
In dem letzteren Falle waren nun AB und BC nicht als blosse
Lingen aufgefasst, sondern an ihnen zugleich ihre Richtung
festgehalten, vermige deren sie eben einander entgegengesetzt:
waren. So driingte sich der Unterschied auf zwischen der-
Summe der Liéngen und zwischen der Summe solcher Strecken, .

in denen zugleich die Richtung mit festgehalten war. Hieraus.
ergab sich die Forderung, den letzten Begriff der Summe nicht -

bloss fiir den Fall, dass die Strecken gleich- oder entgegenge--
A*
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setzt-gerichtet waren, sondern auch fiir jeden andern Fall fest-
zustéllen. Dies konnte auf’s Einfachste geschehen, indem das
Gresetz, dass AB -+ BC = AC sei, auch dann noch festgehalten
wurde, wenn A, B, C nicht in einer geraden Linie lagen. —
Hiermit war denn der erste Schritt zu einer Analyse gethan,
welche in der Folge zu dem neuen Zweige der Mathematik
fiihrte, der hier vorliegt. Aber keinesweges ahnte ich, auf
welch’ ein fruchtbares und reiches Grebiet ich hier gelangt war;
vielmehr schien mir jenes Ergebniss wenig beachtungswerth,
bis sich dasselbe mit einer verwandten Idee kombinirte. Indem’
ich nimlich den Begriff des Produktes in der Geometrie ver-
folgte, wie er von meinem Vater*) aufgefasst wurde, so ergab
sich mir, dass nicht nur das Rechteck, sondern auch das Pa-
rallelogramm iiberhaupt als Produkt eweier an einander stossen-
der Seiten desselben zu betrachten Bei, wenn man niimlich
wiederum nicht das Produkt der Liingen, sondern der beiden
.Strecken mit Festhaltung ihrer Richtungen auffasste. Indem
-ich nun diesen Begriff des Produktes mit dem vorher aufge-
.stellten. der Summe in Kombination brachte, so ergab sich die
.auffallendste Harmonie; wenn ich niimlich, statt die in dem vor-
ther angegebenen Sinne genommene Summe zweier Strecken
‘mit einer dritten in derselben Ebene liegenden Strecke in dem
-eben aufgestellten Sinne zu multipliciren, die Stiicke einzeln
mit derselben Strecke multiplicirte, und die Produkte mit ge-
horiger Beobachtung ihrer ‘positiven oder negativen Geltung
.addirte, so zeigte sich, dass in beiden Fillen jedesmal dasselbe
Resultat hervorging und hervorgehen musste. Diese Harmonie
-liess mich nun allerdings ahmen, dass sich hiérmit ein ganz
neues Gebiet der Analyse aufschliessen wiirde, was zu wich-
tigen Resultaten filhren konnte. Doch blieb diese Idee, da
mich mein Beruf in.andere Kreise der Beschiftigung hinein-
izog, wieder eine ganze Zeit lang ruhen; auch machte mich
«das merkwiirdige Resultat anfangs betroffen, dass fiir diese
.neue Art des Produktes ‘zwar die iibrigen Gesetze der gewshn-

*) Vergleiche: J. G. Grassmanna Rgmmlehre Theil II. pag. 164 und
dessen Trigonometrie p. 10,
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lichen MuMtiplikation und namentlich ibre Beziehung zur Addi-
tion bestehen blieb, dass man aber die Faktoren nur vertau-
schen konnte, wenn man zugleich die Vorzeichen umkehrte
(4 in — verwandelte und umgekehrt). Eine Arbeit iiber
die Theorie der Ebbe und Fluth, welche ich spiterhin vor-
nahm, fiihrte mich zu der Mécanique analytique des La Grange
und dadurch wieder auf jene Ideen der Analyse ruriick. Alle
Entwickelungen in jenem Werke gestalteten sich nun durch
die Principien dieser neuen Analyse auf eine so einfache Weise
um, dass oft die Rechnung mebr als zehnmal kiirser ausfiel,
als sie in jenem Werke gefiihrt war. Dies ermuthigte mich,
auch auf die schwierige Theorie der Ebbe und Fluth die neue
Analyse anzuwenden; es waren dazu mannigfache neue Be-
griffe zu entwickeln, und in die Analyse zu kleiden; nament-
lich fithrte mich der Begriff der Schwenkung zur geometrischen
Exponentialgrisse, zu der Analyse der Winkel und der trigono-
metrischen Funktionen u. s. w.*) Und ich hatte die Freude
zu sehen, wie durch die so gestaltete und erweiterte Analyse
nicht nur die oft sehr verwickelten und unsymmetrischen For-
meln, welche dieser Theorie zu Grunde liegen**), sich in héchst
einfache und symmetrische Formeln umsetzen, sondern auch
die Art jhrer Entwickelung stets dem Begriffe zur Seite ging.
In der That konnte nicht nur jede Formel, welche im Gange
der Entwickelung sich ergab, aufs leichteste in Worte gekleidet
werden, und driickte dann jedesmal ein besonderes Gesetz aus;
‘sondern auch jeder Fortschritt von einer Formel zur andern
erschien unmittelbar nur als der symbolische Ausdruck einer
parallel gehenden begrifflichen Beweisfilhrung. Bei der sonst
tiblichen Methode zeigte sich durch die Einfihrang willkiir-
licher Koordinaten, die mit der Sache nichts zu schaffen
haben, die Idee ganz verdunkelt, und die Rechnung bestand
in einer mechanischen, dem Qeiste nichts darbietenden und
darum Geist tbdtenden Formelentwickelung. Hingegen hier,
wo die Idee, durch nichts Fremdartiges getriibt, iiberall durch

*) Die niéhere Nachweisung s. unten.
*¥) Vergl. La Place Méc. céleste. liv. IV.
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die Formeln in voller Klarheit hindurchstrahlte, war auch bei
jeder Formelentwickelung der Greist in der Fortentwickelung
der Idee begriffen. — Durch diesen Erfolg nun hielt ich mich
zu der Hoffaung berechtigt, in dieser neuen Analyse die einzig
maturgemiisse Methode gefunden zu haben, nach welcher jede
Anwendung der Mathematik auf die Natur fortschreiten miisse,
und nach welcher gleichfalls die Gleometrie zu behandeln sei,
wenn sie ‘zu allgemeinen und fruchtreichen Ergebnissen fiihren
solle*). Es reifte daher in mir der Entschluss, aus der Dar-
stellung, Erweiterung und Anwendung dieser Analyse eine Auf-
gabe meines Lebens zu machen. Indem ich nun meine freie
Zeit diesem Gegenstande ungetheilt zuwandte, so fiillten sich
allmilig die Liicken aus, welche die friihere gelegentliche Be-
arbeitung gelasscn hatte. Namentlich ergab sich auf die Weise
und mit den Modifikationen, wie ich in dem Werke selbst dar-
gestellt habe, dass als Summe mehrerer Punkte ihr Schwer-
punkt, als Produkt zweier Punkte ihre Verbindungsstrecke,
als das dreier der zwischen ihnen liegende Flichenraum und
als das Produkt von vier Punkten der zwischen ihnen liegende
Korperraum (die Pyramide) aufgefasst werden konmte. Die
Auffassung des Schwerpunktes als Summe veranlasste mich,
den barycentrischen Kalkiil von Mgbius zu vergleichen, ein
Werk, das ich bis dahin nur dem Titel nach kannte; und zu
meiner nicht geringen Freude fand ich hier denselben Begriff
der Summation der Punkte vor, zu dem mich der Gang der
Entwickelung gefithrt hatte, und war somit zu dem ersten,
aber wie die Folge lehrte, auch zu dem einzigen Beriihrungs-
punkte gelangt, welchen die neue Analyse mit dem schon
anderweitig bekannten darbot. Da indessen der Begriff eines
Produktes von Punkten in jenem Werke gar nicht vorkommt,
mit diesem Begriffe aber, indem er mit dem der Summe in
Kombination tritt, erst die Entfaltung der neuen Analyse be-
ginnt, so konnte ich auch von dorther keine weitere Forderung
meiner Aufgabe erwarten. Indem ich daher nun daran ging,

*) In der That zeigte sich bald, wie durch diese Analyse die Diffe-
renz swischen der analytischen und synthetischen Behandlung der Geometrie
giénzlich verschwand,
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die so gefundenen Resultate zusammenhingend und von An-
fang an zu bearbeiten, so dass ich mich auch auf keinen in
irgend einem Zweige der Mathematik bewiesenen Sats zu be-
rufen gedachte, so ergab sich, dass die von mir aufge-
fundene Analyse nicht, wir mir Anfangs schien, bloss auf
dem Gebiete der Geometrie sich bewegte; sondern ich ge-
wahrte bald, dass ich hier auf - das Gebiet einer neuen
Wissenschaft gelangt sei, von der die Greometrie selbst nur
eine specielle Anwendung sei. Schon lange war es mir niim-.
lich einleuchtend geworden, dass die Geometrie keinesweges
in dem Sinne wie die Arithmetik oder die Kombinationslehre
als ein Zweig der Mathematik anzusehen sei, vielmehr die
Greometrie schon auf ein in der Natur gegebenes (niimlich den
. Raum) ‘sich beziche, und dass es daher einen Zweig der Mathe-
matik geben miisse, der in rein abstrakter Weise ihnliche
Gesetze aus sich erzeuge, wie sie in der Geometrie an den
Raum gebunden erscheinen. Durch die neue Analyse war
die Moglichkeit, einen solchen rein abstrakten Zweig der Mathe-
matik auszubilden, gegeben; ja diese Analyse, sobald sie, ohne
irgerid einen schon anderweitig erwiesenen Satz vorauszusetzen,
entwickelt wurde, und sich rein in der Abstraktion bewegte,
war diese Wissenschaft selbst. Der wesentliche Vortheil,
welcher durch diese Auffassung erreicht wurde, war der Form
nach der, dass nun alle' Grundsiitze, welche' Raumesanschau-
ungen ausdriickten, giinzlich wegfielen, und somit der Anfang
ein eben so unmittelbarer wurde, wie der der Arithmetik, dem
Inhalte nach, aber der, dass die Beschrinkung auf drei Dimen-
sionen wegfiel. Erst hierdurch traten die Gesetze in ihrer
Unmittelbarkeit und Aligemeinheit ans Licht und stellten sich
in ihrem wesentlichen Zusammenhange dar, und manche Ge-
setzmiissigkeit, die bei drei Dimensionen entweder noch gar
nicht, oder nur verdeckt vorhanden war, entfaltete sich nun
bei dieser Verallgemeinerung in ihrer gangzen . Klarheit. —
Uebrigens ergab sich im Verlauf, dass mit den gehorigen Be-
stimmungen, wie sie im Werke selbst zu finden sind, der Durch-
schnittspunkt zweier Linien, die Durchschnittslinie zweier Ebenen
und der Durchschnittspunkt dreier Ebenen als Produkte jener
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Linien oder dieser Ebenen aufgefasst werden konnten *),
woraus sich dann zugleich eine hichst einfache und allgemeine
Kurventheorie ergab*®). Darauf ging ich nun zur Erweiterung
und Begriindung dessen tiber, was ich fiir den zweiten Theil
dieses Werkes bestimmt habe, wohin ich n#mlich alles das-
jenige verwiesen habe, was irgend wie den Begriff der Schwen-
kung oder des Winkels voraussetzt. Da dieser zweite Theil,
welcher das Werk schliessen wird, erst spiiter im Druck er-
scheinen soll, so scheint es mir fiir die Uebersicht des Gtanzen
ntthig, die hierher gehdrigen Ergebnisse etwas genauer zu be-
zeichnen. Zu diesem Ende habe ich zuerst die Resultate an-
zugeben, welche sich schon vor der zusammenhingenden Be-
arbeitung ergeben hatten. Ich habe eben gezeigt, wie als
Produkt zweier Strecken das Parellelogramm aufgefasst werden
kann, wenn niimlich, wie hier iiberall geschieht, die Richtung
der Strecken mit festgehalten wird; wie aber dies Produkt da-
durch ausgezeichnet ist, dass die Faktoren nur mit Zeichen-
wechsel vertauscht werden kénnen, wihrend zugleich das zweier
gleichgerichteter Strecken offenbar null ist. Diesem Begriffe
stellte sich ein anderer zur Seite, der sich gleichfalls aufStrecken
mit festgehaltener Richtung bezieht. Nimlich wenn ich die
Strecke senkrecht auf die andere projicirte, so stellte sich das
arithmetische Produkt dieser Projektion in die Strecke, worauf
projicirt war, gleichfalls als Produkt jener Strecken dar, sofern
auch hierfiir die multiplikative Beziehung zur Addition galt.
Aber das Produkt war von ganz anderer Art, wie jenes erstere,
insofern die Faktoren desselben ohne Zeichenwechsel vertausch-
bar waren, und das Produkt zweier gegen einander senkrechter
Strecken als null erschien. Ich nannte jenes erstere Produkt
das Hussere, dies letztere das innere Produkt, sofern jenes
nur bei auseinander tretenden Richtungen, dieses nur bei An-
nitherung derselben d. h. bei theilweisem Ineinandersein einen
geltenden Werth hatte. Dieser Begriff des inneren Produktes,
welcher sich mir schon bei der Durcharbeitung der Mécanique

*) Vergl. Kap. 8 des zweiten Abschnitts.
**) Vergl. dasselbe Kapitel.
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analytique als nothwendig herausgestellt hatte, fiihrte zugleich
zu dem Begriffe der absoluten Lénge *). — Eben so hatte sich
mir schon bei der Bearbeitung der Theorie der Ebbe und
Fluth die geometrische Exponentialgrisse ergeben; niéimlich
wenn a eine Strecke (mit festgehaltener Richtung) und & einen
Winkel (mit festgehaltener Schwenkungsebene) darstellt, so er-
gab sich aus rein inneren Griinden, deren Angabe mich jedoch
zu weit fiihren wiirde, dass a . ex, wo e als die Grundzahl
des natiirlichen Logarithmensystems aufgefasst werden kanm,
die Strecke bedeutet, welche aus a durch eine Schwenkung
hervorgeht, die den Winkel & erzeugt; d. h. es bedeutet a . ex
die Strecke a geschwenkt um den Winkel . Wenn ferner
Cosa, wo « einen Winkel ausdriickt im geometrischen Sinne,
dieselbe Zahl vorstellt wie cos@ wo @ den zn dem Winkel gehori-
gen, durch den Halbmesser gemessenen Bogen bedeuten soll: so
folgt aus jenem Begriffe der Exponentialgrisse sogleich, dass

e¢—|—e-¢
2

sei*™). Eben so wenn Sine die Grosse vorstellt, welche die
Strecke, mit der sie multiplicirt ist, nach der Schwenkungs-
seite des Winkels @ um 900 in ihrer Richtung #ndert, und
zugleich ihre absolute Linge auf gleiche Weise #ndert wie

sine, 8o ist

Cosa=

ec —e=a
2 ?
und es ergiebt sich daraus die Gleichung
Cosa—4Sina=mee,
alles Gleichungen, welche die aunffallendste Analogie mit den
bekannten imaginiiren Ausdriicken verrathen.
Soweit hatten sich diese Begriffe schon friiher ergeben.

Sin @ =

*) Auch dieser Begriff, da er die Schwenkung voraussetzt, gehort dem
zweiten Theile an.

**) In der That wenn AB (Figur 1) die urepriingliche Strecke ist,
und dieselbe um den Winkel &« in die Lage AC, um den Winkel -« aber
in die Lage AD geschwenkt wird, und man das Parallelogramm ACDE
vollendet, so ist AE die Summe der Sgtrecken AC 4 AD, und die Hilfte
AF dieser Summe der Cosinus des Winkels a.

s
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Als ich nun auch diese Begriffe zu verallgemeinern trachtete,
80 erweiterte sich zuerst der Begriff des inneren Produktes
auf entsprechende Weise, wie ich dies flir das iiussere Pro-
dukt in Besug auf das Durchschneiden der Linien und Ebenen
oben angedeutet habe; sodann kam ich zuniichst auf den Be-
griff des Quotienten verschieden gerichteter Strecken, und

verstand unter %, wo a und b verschieden gerichtete Strecken

von gleicher Liinge vorstellen, die Griosse, welche jede in
derselben Ebene liegende Strecke um den Winckel ba (von
b nach a gerechnet) lindert, so dass in der That, wie es sein
muss, %b=a ist; und hieraus ergab sich dann der Begriff
fiir den Fall, dass a und b von ungleicher L#nge sind, un-
mittelbar. Jener einfache Begriff wurde uun aber die Quelle
fir eine Reihe der interessantesten Beziehungen. Zuerst er-
gab sich hieraus sogleich eine neue Art der Multiplikation,
welche dieser Division entsprach, und sich von allen friiheren
dadurch unterschied, dass das Produkt dieser neuen Art nur
0 werden konnte, wenn einer der Faktoren 0 wurde, wiihrend
die Faktoren vertauschbar blieben, kurz eine Multiplikation,
welche in allen ihren Gtesetzen der gewShnlichen arithmetischen
analog blieb; und der Begriff derselben ging leicht hervor,
wenn ich eine Strecke fortschreitend mit verschiedenen solchen
Quotienten multiplicirte, und dann den einen Quotienten auf-
fasste, welcher statt dieser fortschreitenden Faktoren gesetzt
werden konnte. Da nun nach der Definition, wenn ab den
Winkel beider Strecken, welche von gleicher L#nge sind,
bedeutet,

e“‘==£ist, 80 hat man auch

Iog% =ab

Ferner, wenn der Winkel ab der mte Theil von ac ist, 8o

hat man
b m
s
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weil ndimlich, wenn eine Strecke m mal fortschreitend die
Schwenkung—:l erleidet, sie dann im Ganzen die Schwen-

kung % vollendet. Also auch, wenn der Winkel ab halb so

gross ist als ac, so ist
2
a a a a
Ist namentlich %‘)— der Schwenkung um einen Rechten, also %

der um 2 Rechte gleich, so ist, da ¢ == -a, also % ==-] ist,

—B == }"-1, d. h. der Ausdruck 7 -1 mit "einer Strecke mul-
tiplicirt #ndert ihre Richtung um 900 nach irgend einer, dann
aber allemal nach derselben Seite hin. Diese schéne Be-
deutung der imaginiiren Grosse vervollstindigte sich noch da-
durch, dass sich ergab, dass

e« und e(«)§ -1
denselben Werth bezeichnen, wenn « den Winkel, (a) aber
den dazu gehorigen Bogen dividirt durch den Halbmesser
bedeutet; in der That fand sich dann

ex) -1 4 e"‘V-l’
2

CO8X =

wie gehorig, und eben so
e*) -1 — e'*}’-l_

3 J
Formeln, welche also eine rein geometrische Bedeutung haben,
indem e*) -1 die Schwenkung um einen Winkel bedeutet,
dessen Bogen durch den Halbdurchmesser gemessen x gibt.
Hiernach nun gewannen alle imaginiiren Ausdriicke eine rein
geometrische Bedeutung, und lassen sich durch geometrische
Konstruktionen darstellen. Zugleich war der Winkel als

7 -1sinx =

Logarithmus des Quotienten % bestimmt, daher auch die un-

endliche Menge seiner Werthe bei derselben Schenkellage.
Eben g0 nun zeigte sich auch umgekehrt, wie man vermittelst
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der so gefundenen Bedeutung des Imaginiiren auch die Ge-
setze der Analyse innerhalb der Ebene ableiten kann, hin-
gegen ist es nicht mehr moglich, vermittelst des Imaginéiren
auch die Gesetze fiir den Raum abzuleiten. Auch stellen sich
iiberhaupt der Betrachtung der Winkel im Raume Schwierig-
keiten entgegen, zu deren allseitiger Losung mir noch nicht’
hinreichende Musse geworden ist.

Dies etwa sind die Gtegenstiinde, welche ich mir fiir den
zweiten und letzten Theil vorbehalten habe, wenigstens so
weit sie bis jetzt von mir bearbeitet sind, mit ihm wird das
Werk geschlossen sein. Die Zeit, wann dieser zweite Theil
erscheinen wird, kann ich noch nicht bestimmen, indem es
mir bei den mannigfachen Arbeiten, in welche mich mein
jetziges Amt verwickelt, unmdiglich wird, diejenige Ruhe zu
finden, welche fiir die Bearbeitung desselben nothwendig ist.
Doch bildet auch dieser erste Theil ein fiir sich bestehendes,
in sich abgeschlossenes Ganze, und ich hielt es fiir zweck-
missiger, diesen ersten Theil mit den zugehdrigen Anwendungen
zusammen erscheinen zu lassen, als beide Theile zusammen
und von den Anwendungen gesondert.

In der That ist es bei der Darstellung einer neuen Wissen-
schaft, damit ihre Stellung und ihre Bedeutung recht erkannt
werde, unumgiinglich nothwendig, sogleich ihre Anwendung
und ihre Beziehung zu verwandten Gegenstinden zu zeigen.
Hierzu soll auch zugleich die Einleitung dienen. Diese ist
der Natur der Sache nach mehr philosophischer Natur, und,
wenn ich dieselbe aus dem Zusammenhange des ganzen
Werkes heraussonderte, so geschah dies, um die Mathematiker
nicht sogleich durchdie philosophische Form zuriickzuschrecken.
Es herrscht nimlich noch immer unter den Mathematikern
und zum Theil nicht mit Unrecht eine gewisse Schem vor
philosophischen Erdrterungen mathematischer und physikalischer
Gregenstiinde ; und in der Thatleiden die meisten Untersuchungen
dieser Art, wie sie namentlich von Hegel und seiner Schule
gefiihrt sind, an einer Unklarheit und Willkiir, welche alle
Frucht solcher Untersuchungen vernichtet. Dessen ungeachtet
glaubte ich es der Sache schuldig zu sein, der neuen Wissen-
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schaft ihre Stelle im Gebiete des Wissens anweisen zu miissen,
und stellte daher, um beiden Forderungen zu gentigen, eine
‘Einleitung voran, welche ohne dem Verstindniss des Gangzen
wesentlich zu schaden, tiberschlagen werden kann. Awuch be-
merke ich, daes unter den Anwendungen gleichfalls die, welche
sich auf Gegenstinde der Natur (Physik, Krystallonomie) be-
giehen, tiberschlagen werden konnen, ohne dass dadurch der
-Gang der gansen Entwickelung gestdrt wird. Durch diese
Anwendungen auf die Physik glaubte ich besonders die Wich-
tigkeit, ja die Unentbehrlichkeit der nenen Wissenschaft und
der in ihr gebotenen Analyse dargethan za haben. Dass die-
selbe in ihrer konkreten Gestalt, d. h. in ihrer Uebertragung
auf die Geometrie, einen vortrefflichen Unterrichtsgegenstand
liefern wiirde, welcher einer durchaus elementaren Behand-
lung fihig ist, hoffe ich gelegentlich einmal nachweisen zu
kénnen, indem zu einer solchen Nachweisung in dem Werke
selbst, seiner Bestimmung gemiss, kein Platz gefunden werden
konnte. Namentlich ist es bei einer elementaren Behandlung
der Statik, wenn in derselben anschauliche und allgemeine
(auch durch Konstruktion darstellbare) Resultate hervorgehen
sollen, unumgiinglich nothwendig, den Begriff der Summe wmd
des Produktes von Strecken aufzunehmen, und die Haupt-
gesetze dafiir zu entwickeln, und ieh bin gewiss, dass, wer
das Aufnehmen dieser Begriffe einmal versucht hat, es nie
wieder aufgeben wird. '

Wenn ich so der neuen Wissenschaft, deren Bearbeitung
“hier wenigstens theilweise vorliegt, ganz ihr Recht zuerkannt
habe, und ihr die Amspriiche, die sie im Gebiete des Wissens
machen kann, auf keine Weise verkiirzen will, so glaube ich
dadurch mir nicht den Vorwurf der Anmaassung zuzuziehen;
denn die Wahrheit verlangt ihr Recht; sie ist nicht das Werk
dessen, der sie zum Bewusstsein oder zur Anerkennung bringt;
sie hat ihr Wesen ‘und Dasein in sich selbst; und ihr aus
falscher Bescheidenheit ihr Recht verkiirzen ist ein Verrath
an der Wahrheit. Aber desto mehr Nachsicht muss ich in
Anspruch nehmen fiir alles das, was mein Werk an der
Wissenschaft ist. Denn ich bin mir, ungeachtet aller auf die
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Form verwandten Miihe, dennoch der grossen Unvollkommen-
heit derselben bewusst. Zwar habe ich das Glanze mehrere
Male durchgearbeitet in verschiedenen Formen, bald in Eu-
klidischer Form von Erklirungen und Lehrsitzen in méglich-
ster Strenge, bald in Form einer zusammenhingenden Ent-
wickelung mit mdglichster Uebersichtlichkeit, bald beides mit
einander verflechtend, indem ich die Uebersicht-gebende Dar-
stellung vorangehen, und dann die Entwickelung nach Eukli-
discher Form folgen liess. Zwar bin ich mir dessen wohl
bewusst, dass bei abermaliger Umarbeitung Manches in besserer,
d. h. theils strengerer, theils iibersichtlicherer Form hervor-
treten wiirde. Aber von der Ueberzeugung durchdrungen,
dass ich doch keine volle Befriedigung hoffen kinne, und der
Einfachheit, der Wahrheit gegeniiber, die Darstellung doch
immer nur diirftig bleiben miisse, entschloss ich mich, mit
der Form hervorzutreten, welche mir zur Zeit als die beste
erschien. Einen besonderen Grund der Nachsicht hoffe ich
auch darin zu finden, dass mir die Zeit fiir die Bearbeitung
vermége meiner amtlichen Thitigkeit nur #usserst kiirglich
und stiickweise zugemessen war, auch mir mein Amt keine
Gelegenheit darbot, durch Mittheilungen aus dem Gebiete
‘dieser Wissenschaft, oder auch nur verwandter Gegenstinde,
die lebendige Frische zu gewinnen, welche wie ein belebender
Hauch das Ganze durchwehen muss, wenn es als ein leben-
diges Glied an dem Organismus des Wissens erscheinen soll.
Doch wenn auch eine Berufsthiitigkeit, in welcher solche
Mittheilungen aus dem Gebiete der Wissenschaft meine eigent-
liche Aufgabe sein wiirden, als das Ziel meiner Wiinsche
und Bestrebungen mir vor Augen steht, so glaubte ich doch
die Bearbeitung dieser Wissenschaft nicht bis zur Erreichung
dieses Zieles aufschieben zu diirfen, zumal da ich hoffen
konnte, durch die Bearbeitung dieses Theiles selbst mir den
Weg zu jenem Ziele bahnen zu koénnen.

Btettin, den 28, Juni 1844,
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Das Werk, dessen zweite Auflage ich hiermit der Oeffent-
lichkeit iibergebe, hat in den ersten 23 Jahren nach seinem
ersten Erscheinen nur eine geringe und meist nur gelegentliche
Beachtung gefunden. Diesen Mangel an Erfolg konnte ich
nicht der behandelten Wissenschaft als solcher zur Last legen;
denn ich kannte deren fundamentale Wichtigkeit, ja deren
Nothwendigkeit vollkommen; sondern ich konnte die Ursache
davon nur in der streng wissenschaftlichen, auf die urspriing-
lichen Begriffe zuriickgehenden Behandlungsweise finden. Eine
solche Behandlungsweise erforderte aber ein nicht bloss ge-
legentliches Auffassen dieser oder jener Resultate, sondern
ein sich versenken in die zu Grunde liegenden Ideen und
eine zusammenhiingende Auffassung des ganzen auf dies Fun-
dament aufgefiihrten Baues, dessen einzelne Theile erst durch
das Ueberschauen des Ganzen ihr volles Verstindniss erhalten
konnten. Bei dem gewaltigen Fortschritt der Mathematik in
der neueren Zeit, bei dem Hervortreten immer neuer Gebiete
mathematischer Forschung, deren Durchdringung die ange-
strengteste Arbeit erforderte, bei dem Ringen nach neuen,,
dem Forschungsgeiste sich darbietenden und ihn anlockenden
Resultaten, fanden die Mathematiker nicht die Ruhe und Musse,.
sich in ein 8o in sich zusammenhiingendes Gtebiéinde hineinzuver-
setzen. Meine Hoffnung, einen akademischen Lehrstuhl zu
gewinnen, und dadurch jiingere Krifte in die Wissenschaft
einzufithren und sie zum weiteren Ausbau derselben anzu-
regen, schlug fehl. Zwar konnte es nicht ausbleiben, dass
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spiterhin verschiedene Mathematiker auf andern Wegen zu
vereinzelten Resultaten gelangten, die schon in meiner Aus-
dehnungslehre von 1844 behandelt waren; aber fast nie ge-
schah dabei meines Werkes Erwithnung; vielmehr zeigte sich,
dass dasselbe ihnen fast allen ganz unbekannt geblieben war,
da sonst die Resultate durch den inneren Zusammenhang, den
sie dort fanden, sich viel einfacher und fruchtreicher hitten
gestalten miissen. Bei einer solchen Lage der Sache wird es
Niemand einem Verleger verargen, wenn er in jener Zeit
einen Theil der Exemplare meines Werkes makuliren liess,
noch mir, wenn ich den verheissenen zweiten Theil meines
Werkes nicht auf derselben Grundlage weiter baute, sondern
im Jahre 1862 die ganze Ausdehnungslehre auf einer neuen
Grundlage, die, wie ich hoffte, den Mathematikern mehr zusagen
wiirde, aufbaute und bis zu Ende durchfiihrte*). Aber auch
dies neue Werk fand zuerst eben so wenig Beachtung als
das erste. Erst seit dem Jahre 1867 gestaltete sich die Sache
ganz anders. Es war zuerst Hermann Hankel, welcher in
seiner ,Theorie der complexen Zahlensysteme, Leipzig 1867¢
die fundamentale Bedeutung meiner Ausdehnungslehre be-
tonte (S. 16, S. 112, S. 119—140, S. 140). Noch ent-
schiedener geschah dies durch Clebsch, welcher kurz vor
seinem Tode in seiner Abhandlung ,zum Gediichtniss an
Julius Pliicker, Gottingen 1872¢ auf S. 8 und 28 in An-
merkungen, die er unter den Text setzte, die Bedeutsamkeit
meiner Ausdehnungslehre von 1844 in sehr rilhmender Weise
hervorhebt, und namentlich an der zweiten Stelle sagt: ,In
gewissem Sinne sind die Coordinaten der geraden Linie, wie
iiberhaupt ein grosser Theil der Grundvorstellungen der
neueren Algebra, bereits in Grassmanns ,Ausdehnungslehre
(1844) enthalten; die genauere Darlegung dieser Verhiiltnisse
wiirde indessen hier zu weit filhren“. Bei dem liebevollen
und stets so fruchtreichen Eingehen auf die Arbeiten Anderer,
welches diesen hervorragendsten der neueren Mathematiker

*) Die Ausdehnungslehre vollst&ndxg und in strenger Form bearbeitet.
" Berlin 1862 (Enslin).
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auszeichnete, wiirde Clebsch gewiss spiiterhin Raum gefunden
haben, um diese Verhiltnisse darzulegen, und nach seiner
Weise auch die Ausdehnungslehre mit neuen, weitgreifenden
Ideen zu befruchten, wenn er nicht mitten in seinem kriftigsten
Wirken der Wissenschaft so plotzlich entrissen wiire. Aber
schon drei Jahre vorher (1869) -hatte Victor Schlegel ange- .
fangen, den von Clebsch angedeuteten Gedanken auszufithren.
In seinem ,System der Raumlehre nach den Prinzipien der
"Grassmann’schen Ausdehnungslehre und als Einleitung in die-
selbe dargestellt von Victor Schlegel, Leipzig bei Teubner¥,
dessen erster Theil 1872 und dessen zweiter Theil 1875 er-
- schien, hat der Verfasser mit grosser Klarheit und zum grossen
Theile in selbstindiger, der Sache durchaus angemessener
Methode die Bedeutung der Ausdehnungslehre auch fiir die
neueste Geometrie und Algebra dargelegt. Es ist besonders
hervorzuheben, dass dies Werk Schlegel’s das erste ist, wel-
ches die wesentlichen Ideen der Ausdehnungslehre in ihrem
inneren Zusammenhange aufgefasst und zur Darstellung ge-
bracht hat. Seit dieser Zeit ist nicht nur die Bedeutung der
Ausdehnungslehre wiederholt hervorgehoben worden, sondern
man hat auch begonnen, auf verschiedenen Gebieten erfolgreich
mit jhren Methoden zu arbeiten. — H. Noth in Freiberg legte
in seiner Abhandlung ,Die vier Species in den Elementen der
Geometrie“ (Schulprogramm 1874) den Grund zu einer ver-
einfachenden Darstellung der Geometrie der Lage. — R. Sturm
in Darmstadt wandte in dem Aufsatz ,Sulle forze in equilibrio“
(Annali di Mathem. VIIL. p. 217ff. 1876) die Methoden der
Ausdehnungslehre zur Losung von Problemen der Mechanik
an. — Endlich hat W. Preyer in Jena in seinen ,Elementen
der reinen Empfindungslehre¢ (Jena bei Dufft. 1877) eine auf
den Prinzipien der Ausdehnungslehre beruhende Darstellung
dieser Wissenschaft gegeben, und dadurch der ersteren auch
ein vom Begriff des Raumes unabhiingiges Gebiet erobert.
Es versteht sich von selbst, dass in der Ausdehnungs.
lehre, als einer noch jungen Wissenschaft, mannigfache Keime
verborgen liegen, welche einer weiteren Entwickelung fihig

und bediirftig sind, und auch ich selbst habe mich seit 1872,
B
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nach einer zehnjihrigen Unterbrechung wieder jenen Studien
zugewandt. Meine frither erschienenen Arbeiten auf diesem
Gtebiete sind in meiner Ausdehnungslehre von 1862 aufge-
fiihrt, und ich habe daher hier nur die neueren Arbeiten zu
verzeichnen. Es sind dies erstens zwei Aufsiitze in den Got-
~ tinger Nachrichten von 1872 ,Zur Theorie der Curven dritter
Ordnung® (S. 505) und ,Ueber zusammengehirige Pole und
ihre Darstellung durch Produkte“ (S. 567), ferner in den
mathematischen Annalen ,die neuere Algebra und die Aus-
‘dehnungslehre“ Band VII S. 538, ,die Mechanik nach den
Principien der Ausdehnungslehre“ Band XII. 8. 222, ,der Ort
der Hamilton'schen Quaternionen in der Ausdehnungslehre
Band X1II.8.375. Endlich habe ich eine fiir Borchardts Journal
bestimmte Abhandlung unter der Feder, in welcher ich die
schonen Arbeiten Reye’s iiber die Oberflichen durch weitere
Ausfiihrung der in meiner Ausdehnungslehre von 1862 Nr. 392
dargestellten Idee, nach welcher Funktionen als extensive
Grossen behandelt werden, auf eine neue und einfache Weise
zu begriinden suche.

So ist es denn gekommen, dass im Laufe der letzten
Jahre das Interesse an der Ausdehnungslehre sich in immer
weiteren Kreisen verbreitete. Und da in demselben Maasse
die Nachfrage nach der inzwischen selten gewordenen ersten
Ausgabe des Werkes zunahm, so entschloss sich die Verlags-
handlung mit dankenswerther Bereitwilligkeit zur Veranstaltung
einer zweiten Auflage.

Ich habe in dieser zwelten Auflage den Text der ersten
Auflage (natiirlich abgesehen von einzelnen Druckfehlern) un-
veriindert gelassen, da die Darstellung in derselben die kon-
sequente Durchfiihrung einer einzigen Grundidee ist, und auch
die Behandlungsweise eine solche ist, deren Berechtigung ich
durchaus anerkenne, und die gewiss den mehr philosophisch
gebildeten Lesern mehr zusagen wird, als die den Mathema-
tikern mehr anbequemte Darstellungsweise der Ausdehnungs-
lehre von 1862. Dagegen habe ich unter den Text, je nach-
dem’ es mir zweckmiissig schien, neue Anmerkungen hinzuge-
fiigt, die ich mit der Jahreszahl 1877 versehen habe. Zwei

-
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umfangreichere Armerkungen habe ich, um die Ueberein-
stimmung mit den Seitenzahlen der ersten Auflage moglichst
zu erbalten, als Anhiinge an den Schluss gestellt. Dort findet
sich auch noch ein Abdruck der Uebersicht itber das Wesen
der Ausdehnungslehre, welche ich in Grunerts Archiv Bd. VI.
gegeben habe, da dieselbe, wie mir von verschiedenen Seiten
mitgetheilt ist, das Verstiindniss des Werkes sehr erleichtern
.soll. Endlich habe ich ein Verzeichniss der in dem Werke
vorkommenden Kunstausdriicke hinzugefiigt.

Um die Vergleichung mit der Ausdehnungslehre von 1862
zu erleichtern, gebe ich hier zuerst eine Uebersicht der in beiden
der Hauptsache nach iibereinstimmenden Resultate, bemerke
jedoch, dass nicht nur die Ableitung derselben eine wesentlich
verschiedene ist, sondern auch in der einen Resultate abgeleitet
sind, die in der andern entweder iibergangen oder mit andern
Resultaten zusammengefasst sind, so dass es also unmaglich wird,
jedes mit jedem zusammenzustellen. Ich bezeichne hier die
Ausdehnungslehre von 1844 mit A;, die von 1862 mit A,

A, § 18— 20. — A, No. 1— 9, 14— 24

A § 24 . — A; No. 216—223,

A, § 28— 36. — A, No. 52— 61, 66— 68

A, § 37— 40. — A, No. 254, 262,

A, § 45, 46. — A; No. 134, 135,

A, § 47— 55. — A; No. 69— 85,

A, § 60— 73. — A; No. 10— 13, vergl. 377

A, § 80— 90. — A, No. 27— 36,

A § 93 . — A, No. 136,

A, § 94—119. — A; No. 224—286. Die Gesetze der
Elementargrossen gind in A, mit denen der Ausdehnungs-
grossen zusammengefasst und nur in der Anwendung auf die
Geometrie von ihnen gesondert

Ay § 126 . — Ay No. 25, 26,

A, § 128—142. — A, No. 94—132. Die §§ 127 und
143 sind als unfruchtbar aufgegeben.

Ay § 144 . — A; No, 287—305,

A, § 145—148. — A, No. 306—329,

A, § 149—165. — Ay No. 401—409.
B.
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Die Anm. iiber offene Produkte am Schlusse der A, ist
weiter ausgefiihrt A, No. 353—363.

Die neuen Gegenstiinde, welche in der Ausdehnungslehre
von 1862 bearbeitet werden sollten, sind in der Vorrede zur
Ausdehnungslehre von 1844 S. X —XIV naur theilweise erwithnt.
Ganz nbu hingugekommen ist der zweite Abschnitt (No.348—
527), welcher die Funktionenlehre, und die ihr zu Grunde
liegende algebraische Multiplikation, nebst der Differenzial-
rechnung, den unendlichen Reihen und der Integralrechnung,
behandelt und besonders tief in die verwandten Gebiete der
gewohnlichen Analysis, namentlich auch in die neuere Geome-
trie und Algebra eingreift, und in einzelnen Abschnitten, wie
z. B. in der Behandlung des Quotienten (No. 377—391), in
der Auffassung der Funktionen als extensiver Grossen (392—
400), so wie in der Integration der Differenzialgleichungen
(491—527) Keime zu Entwickelungen enthiilt, welche noch
zuktinftiger Bearbeitung harren.

Stettin, im Sommer 1877%).

Hermann Grassmann.,

*) Der Verfasser ist wikhrend des Druckes gestorben.
Die Verlagshandlung.
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A. Ableitung des Begriffs der reinen Mathematik.

1. Die oberste Theilung aller Wissenschaften ist die in
reale und formale, von denen die ersteren das Sein, als das
dem Denken selbststindig gegeniibertretende, im Denken ab-
bilden, und ihre Wahrheit haben in der Uebereinstimmung
des Denkens mit jenem Sein; die letzteren hingegen das durch
das Denken selbst gesetzte zum Gtegenstande haben, und ihre
Wahrheit haben in der Uebereinstimmung der Denkprocesse
unter sich.

Denken ist nur in Bezug auf ein Sein, was ihm gegeuﬁbeiﬁtt '

und durch das Denken abgebildet wird ; aber dies Sein ist bei den
realen Wissenschaften ein selbststindiges, ausserhalb des Denkens
fur sich bestehendes, bei den formalen hingegen ein durch das
Denken selbst gesetztes, was nun wieder einem zweiten Denkakte
als Sein sich gegentiberstellt. Wenn nun die Wahrheit tiberhaupt
in der Uebereinstimmung des Denkens mit dem Sein beruht, so
beruht sie insbesondere bei den formalen Wissenschaften in der
Uebereinstimmung des zweiten Denkaktes mit dem durch den ersten
gesetzten Sein, also in der Uebereinstimmung beider Denkakte.
Der Beweis in den formalen Wissenschaften geht daher nicht #ber
das Denken selbst hinaus in eine andere Sphiire tiber, sondern ver-
harrt rein in der Kombination der verschiedenen Denkakte. Daher
diirfen auch die formalen Wissenschaften nicht von Grundsiitzen
ausgehen, wie die realen; sondern ihre Grundlage bilden die
Definitionen *).

*) Wenn man in die formalen Wissenschaften, wie z. B, in die Arithmetik,
dennoch Grundsiitze eingefiihrt hat, so ist dies als ein Missbrauch anzusehen,
der nur aus der entsprechenden Behandlung der Geometrie zu erkliren ist,
Ich werde hierauf spiter noch einmal ausfiihrlicher zurtickkommen. Hier
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2. Die formalen Wissenschaften betrachten entweder die
allgemeinen Gesetze des Denkens, oder sie betrachten das
Besondere durch das Denken gesetzte, ersteres die Dialek-
tik (Logik),*) letzteres die reine Mathematik.

Der Gegensatz zwischen Allgemeinem und Besonderem bedingt
also die Theilung der formalen Wissenschaften in Dialektik und
Mathematik. Die erstere ist eine philosophische Wissenschaft,
indem sie die Einheit in allem Denken aufsucht, die Mathematik
hingegen hat die entgegengesetzte Richtung, indem sie jedes Ge-
dachte einzeln als ein Besonderes auffasst.

3. Die reine Mathematik ist daher die Wissenschaft des
besonderenSeins als eines durch das Denken gewordenen.
Das besondere Sein, in diesem Sinne aufgefasst, nennen wir
eine Denkform oder schlechtweg eine Form. Daher ist reine
Mathematik Formenlehre.

Der Name Grossenlebre eignet nicht der gesammten Mathema-
tik, indem derselbe auf einen wesentlichen Zweig derselben, auf
die Kombinationslehre, keine Anwendung findet, und auf die Arith-
metik auch nur im uneigentlichen Sinne **). Dagegen scheint der
Ausdruck Form wieder zu weit zu sein, und der Name Denkform
angemessener; allein die Form in ihrer reinen Bedeutung, abstra-
hirt von allem realen Inhalte, ist eben nichts anderes, als die Denk-
form, und somit der Ausdruck entsprechend. Ehe wir zur Thei-
lung der Formenlehre iibergehen, haben wir einen Zweig auszu-
sondern, den man bisher mit Unrecht ihr zugerechnet hat, nimlich
die Geometrie. Schon aus dem oben aufgestellten Begriffe leuch-
tet ein, dass die Geometrie, eben so wie die Mechanik, auf ein reales

geniige es, das Fehlen der Grundsitze in den formalen Wissenschaften als
nothwendig dargethan zu haben.

*) Die Logik bietet eine rein mathematische Seite dar, die man als for-
male Logik bezeichnen kann, und die ihrem Inhalte nach von meinem Bruder
Robert und mir gemeinschaftlich bearbeitet und von dem ersteren in seinem
zweiten Buche der Formenlehre, Stettin 1872, in eigenthiimlicher Form dar-
gestellt ist. (1877.)

**) Der Begriff der Grosse wird in der Arithmetik durch den der Anzahl
vertreten; die Sprache unterscheidet daher sehr wohl vermehren und ver-
mindern, was der Zahl angehort, von vergrissern und verkleinern, was der
Grosse.



Einleitung. XX111

Sein zuriickgeht; nimlich dies ist fur die Geometrie der Raum,
und es ist klar, wie der Begriff des Raumes keinesweges durch das
Denken erzeugt werden kann, sondern demselben stets als ein ge-:
gebenes gegentibertritt. Wer das Gegentheil behaupten wollte,
mtisste sich der Aufgabe unterziehen, die Nothwendigkeit der drei
Dimensionen des Raumes aus den reinen Denkgesetzen abzuleiten,
eine Aufgabe, deren Lisung sich sogleich als unméglich darstellt.
— Wollte nun jemand, obgleich er dies zugeben miisste, dennoch
der Geometrie zu Liebe den Namen der Mathematik auch auf sie
susdehnen ; so kémmten wir uns dies zwar gefallen lassen, wenn er
uns auch auf der anderen Seite unsern Namen der Formenlehre
oder irgend einen gleichgeltenden will stehen lassen; doch aber
missten wir ihn im Voraus darauf hinweisen, dass dann jener Name,
weil er das differenteste in sich schliesst, auch nothwendig mit der
Zeit als tiberfltissig werde verworfen werden. Die Stellung der Geo-
metrie zur Formenlehre hiéingt von dem Verhiiltniss ab, in welchem
die Anschauung des Raumes zum reinen Denken steht. Wenn
gleich wir nun sagten, es trete jene Anschauung dem Denken als
selbststiindig gegebenes gegentiber, so ist damit doch nicht behauptet,
dass die Anschauung des Raumes uns erst aus der Betrachtung
der réumlichen Dinge wiirde; sondern sie ist eine Grundanschau-
ung, die mit dem Gedffnetsein unseres Sinnes fiir die sinnliche Welt
uns mitgegeben ist, und die uns eben so urspriinglich anhaftet, wie
der Leib der Seele. Auf gleiche Weise verhilt es sich mit der
Zeit und mit der auf die Anschauungen der Zeit und des Raumes
gegriindeten Bewegung, weshalb man auch die reine Bewegungs-
- lehre (Phorometrie) mit gleichem Rechte wie die Geometrie den
mathematischen Wissenschaften beigezithlt hat. Ausder Anschauung
der Bewegung fliesst vermittelst des Gegensatzes von Ursache und
Wirkung der Begriff der bewegenden Kraft, so dass also Geo-
metrie, Phorometrie und Mechanik als Anwendungen der Formen-
lehre auf die Grundanschauungen der sinnlichen Welt erscheinen.

B. Ableitung des Begriffs der Ausdehnungsiehre.

4. Jedes durch das Denken gewordene (vergl. No. 3) kann
auf zwiefache Weise geworden sein, entweder durch einen ein-
fachen Akt des Erzeugens, oder durch einen zwiefachen Akt
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des Setzens und Verkniipfens. Dag auf die erste Weise
gewordene ist die stetige Form oderdie Gr5sse imengeren
Sinn, das auf die letztere Weise gewordene die diskrete
oder Verkniipfungs-Form.

Der schlechthin einfache Begriff des Werdens giebt die stetige
Form. Das bei der diskreten Form vor der Verkniipfung gesetzte
ist zwar auch durch das Denken gesetzt, erscheint aber fiir den
Akt des Verkntipfens als Gegebenes, und die Art, wie aus dem
Gegebenen die diskrete Form wird, ist eim blosses Zusammen-
denken. Der Begriff des stetigen Werdens ist am leichtesten aufzu-
fassen, wenn man ihn zuerst nach der Analogie der geldufigeren,
diskreten Entstehungsweise betrachtet. Nimlich da bei der steti-
gen Erzeugung das jedesmal gewordene festgehalten, und das neu
entstehende sogleich in dem Momente seines Entstehens mit jenem
zusammengedacht wird : so kann man der Analogie wegen auch fiir
die stetige Form dem Begriffe nach einen zwiefachen Akt des
Setzens und Verkntipfens unterscheiden, aber beides hier zu Einem
Akte vereinigt,und somitin eine unzertrennliche Einheit zusammen-
gehend ; ntimlich von den beiden Gliedern der Verkniipfung (wenn
wir diesen Ausdruck der Analogie wegen fiir einen Augenblick fest-
halten) ist das eine das schon gewordene, das andere hingegen das in
dem Momente des Verkntipfens selbst neu entstehende, also nicht
ein vor dem Verkniipfen schon fertiges. Beide Akte also, nimlich
des Setzens und Verkniipfens, gehen ganz in einander auf, so dass
nicht verknilpft werden kann, als gesetzt ist, und nicht eher gesetzt
werden darf, als verkntipft ist; oder wieder in der dem Stetigen zu-
kommenden Ausdrucksweise gesprochen: das was neu entsteht,

_ entsteht eben nur an dem schon gewordenen, ist also ein Moment
des Werdens selbst, was hier in seinem weiteren Verlauf als Wachsen
erscheint. ) .

Der Gegensatz des Diskreten und Stetigen ist (wie alle wahren
Gegensiitze) ein fliessender, indem das Diskrete auch kann als ste-
tig betrachtet werden, und umgekehrt das Stetige als Diskret. Das
Ditkrete wird als Stetiges betrachtat, wenn dis Verkniipfte selbst
wieder als Gewordenes und der Akt des Verkniipfens als ein Mo-
ment des Werdens aufgefasst wird. Und das Stetige wird als
Diskret betrachtet, wenn einzelne Momente des Werdens als blosse
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Verkntipfusgsakte aufgefasst, und das so verkniipfte fiir die Ver-
~ kntipfung als Glegebenes betrachtet wird.

) 5. Jedes Besondere (Nr. 3) wird ein solches durch den
Begriff des Verschiedenen, wodurch es einem anderen Be-
sonderen nebengeorduet, und durch den des Gleichen, wo-
durch es mit anderem Besonderen demselben Allgemeinen unter-
geordnet wird. Das aus dem Gleichen gewordeme kinnen
wir die algebraische Form, das aus dem Verschiedenen
gewordene die kombinatorische Form nennen.

Der Gegensatr des Gleichen und Verschiedenen ist gleichfalls
ein fliessender. Das Gleiche ist verschieden, schon sofern das eine
und das andere ihm Gleiche irgend wie gesondert ist (und ohne
diese Sonderung wilre es nur Eins, also nicht Gleiches), das Ver-
schiedene ist gleich, schon sofern beides durch die auf beides sich
beziehende Thitigkeit verkntipft ist, also beides ein Verkniipftes
ist. Darum verschwimmen aber nun beide Glieder keineswegs in
einander, s0 dass man einen Maassstab anzulegen hitte, durch den
bestimmt wtirde, wie viel Gleiches gesetztsei zwischen beiden Vor-
stellungen und wie viel Verschiedenes; sondern wenn auch dme
Gleichen immer schon irgend wie das Verschiedene anhaftet und.
umgekehrt, so bildet doch nur jedesmal das Eine das Moment der
Betrachtung, wibrend das andere nur als die vorauszusetzende
Grundlage des ersteren erscheint.

Unter der algebraischen Form ist hier nicht bloss dne Za.hlsoudem
auch das der Zahl im Gebiete des Stetigen entsprechende, und unter
der kombinatorischen Form nicht nur die Kombination sondern
auch das ihr im Stetigen entsprechende verstanden.

6. Aus der Durchkreuzung dieser beiden Gegensitze, von
denen der erste auf die Art der Exzeugung, der letztere auf
die Elemente der Erzeugung sich bezieht, gehen die vier Gat-

tungen der Formen und die ihmen entsprechenden Zweige der
Formenlehre hervor. Und zwar sondert sich zuerst die dis-
krete Form danach in Zahl und Kombination (Gtebinde). Zahl
ist die algebraisch diskrete Form, d. h. sie ist die Zusammen-
fassung des als gleich gesetzten; die Kombination ist die
kombinatorisch diskrete Form, d. h. sie ist die Zusammen-
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fassung des als verschieden gesetzten. Die Wissenschaften
des Diskreten sind also Zahlenlehre und Kombinations-
lehre (Verbindungslehre).

Dass hierdureh der Begriff der Zahl vollstindig erschépft und
- genau umgranzt ist, und ebenso der der Kombination, bedarf wohl
kaum eines weiteren Nachweises. Und da die Gegensiitze, durch
welche diese Definitionen hervorgegangen sind, die einfachsten, in
dem Begriffe der mathematischen Form unmittelbar mit gegebenen
sind, so ist hierdurch die obige Ableitung wohl hinlinglich gerecht-
fertigt*). ‘Ich bemerke nur noch, wie dieser Gregensatz zwischen
beiden Formen auf eine sehr reine Weise durch die differente Be-
zeichnung ihrer Elemente ausgedriickt ist, indem das zur Zahl ver-
kntipfte mit einem und demselben Zeichen (1) begeichnet wird, das
zur Kombination verkniipfte mit verschiedenen, im Uebrigen ganz
willkiihrlichen Zeichen (dem Buohstaben). — Wie nun hiernach
jede Menge von Dingen (Besonderheiten) als Zahl so gut, wie als
Kombination aufgefasst werden kann, je nach der verschiedemen
Betrachtungsweise, bedarf wohl kaum einer Erwiihnung.

7. Eben so sondert sich die stetige Form oder die Grosse
danach in die algebraisch-stetige Form oder die intensive
Grosse, und in die kombinatorisch-stetige Form oder die ex-
tensive Grosse. Die intensive Grisse ist also das durch
Erzeugung des Gleichen gewordene, die extensive Grosse oder
die Ausdehnung ist das durch Erzeugung des Verschiedenen
gewordene. Jene bildet als veriinderliche Grosse die Grund-
lage der Funktionenlehre, der Differenzial- und Integral-Rech-
nung, diese die Grundlage der Ausdehnungslehre.

Da von diesen beiden Zweigen der erstere der Zahlenlehre als
hoherer Zweig untergeordnet zu werden pflegt, der letatere aber
noch als ein bisher unbekannter Zweig erscheint, so ist es noth-
wendig, diese ohnehin durch den Begriff des stetigen Fliessens

¥) Der Begriff der Zahl und der Kombination ist schon vor 17 Jahren in
einer von meinem Vater verfassten Abhandlung, iiber den Begriff der reinen
Zahlenlehre, welche in dem Programme des Stettiner Gymnasiums von 1827
abgedruckt ist, auf ganz #hnliche Weise entwickelt worden, ohne aber zur
Kenntniss eines grisseren Publikum gelangt zu sein.
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schwierige Betrachtung nither zn erlfutern. Wie in der Zahl die
Einigung hervortritt, in der Kombination die Sonderung des Zu-
sammengedachten, so auch in der intensiven Girosse die Einigung
der Elemente, welche ihrem Begriff nach swar noch gesondert sind,
aber nur in ihrem wesentlichen sich gleich sein dieintensive Grisse
bilden, hingegen in der extensiven Griisse die Sonderung der Ele-
mente, welche zwar, sofern sie Eine Grisse bilden, vereinigt sind,
aber welche eben nur in ihrer Tremmung von einander die Grisse
konstituiren. Es ist also die intensive Grosse gleichsam die fitiesig
gewordene Zahl, die extensive Grosse die fltissig gewordene Kom-
bination. Der letzteren ist wesentlich ein Auseinandertreten der
Elemente und ein Festhalten derselben als aus einander seiender;
das erzeugende Element erscheint bei ihr als ein sich #nderndes,
d. h. durch eine Verschiedenheit der Zustinde hindurchgehendes,
und die Gesammtheit diegser verschiedenen Zustinde bildet eben
das Gebiet der Ausdehnungsgriosse. Bei der intensiven Grosse hin-
gegen liefert die Erzeugung derselben eine stetige Reihe sich selbst
gleicher Zustiinde, deren Quantitit eben die intensive Grosse ist.
Als Beispiel fur die extensive Grosse ktnnen wir am besten die
begrtinzte Linie (Strecke) wihlen, deren Elemente wesentlich aus
einander treten und dadurch eben die Linie als Ausdehnung kon-
stituiren ; hingegen als Beispiel der intensiven Grisse etwa einen
mit bestimmter Kraft begabten Punkt, indem hier die Elemente
nicht sich entfiussern, sondern nur in der Steigerung sich darstellen,
also eine bestimmte Stufe der Steigerung bilden.

Auch hier zeigt sich die aufgestellte Differenz auf eine schine
Weise in der Bezeichnung; n#imlich bei der intensiven Grdsse,
welche den Gegenstand der Funktionenlehre ausmacht, anterschei-
det man nicht die Elemente durch besondere Zeichen, sondern wo
besondere Zeichen hervortreten, da ist dadurch die ganze vertinder-
liche Grosse begeichnet. Hingegen bei der Ausdehnungsgriuse,
oder deren konkreter Darstellung, der Linie, werden die verschie-
denen Elemente auch mit verschiedenen Zeichen (den Buchstaben)
bezeichnet, grade wie in der Kombinationslehre. Auch ist klar,
wie jede reale Grisse auf zwiefache Weise kann angeschaut wer-
den, als intensive und extensive; néimlich auch die Linie wird als
intensive Grbsse angeschaut, wenn man von der Art, wie ihre
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Elemente aus einander sind, absieht, und blos die Quantitit der
Elemente auffasst, und eben so kann der mit einer Kraft begabte
Punkt als extensive Grosse gedacht werden, indem man sich die
Kraft in Form einer Linie vorstellt.

Historisch hat sich unter den vier Zweigen der Mathematik das
Diskrete eher entwickelt als das Stetige (da jenes dem zergliedern-
den Verstande niher liegt als dieses), das Algebraische eher als das
Kombinatorische (da das Gleiche leichter zusammengefasst wird
alsdas Verschiedene). Daher ist die Zahlenlehre die fritheste, Kom-
binationslehre und Differenzialrechnung sind gleichzeitig entstanden,
und von ibnen allep musste die Ausdebnungslehre in ihrer abstrak-
ten Form die spéiteste sein, wibrend auf der andern Seite ihr kon-
kretes (obwohl beschrinktes) Abbild, die Raumlehre, schon der
frithesten Zeit angehort.

8. Es kann der Zerspaltung der Formenlehre in die vier
Zweige ein allgemeiner Theil vorangeschickt werden, welcher
die allgemeinen, d. h. fiir alle Zweige gleich anwendbaren Ver-
kniipfungsgesetze darstellt, und welchen wir die allgemeine
Formenlehre nennen kgnnen.

Diesen Theil dem Ganzen vorauszuschicken, ist wesentlich, so-
fern dadurch nicht blos die Wiederholung derselben Schlussreihen
in allen vier Zweigen und selbst in den verschiedenen Abtheilungen
desselben Zweiges erspart, und somit die Entwickelung bedeutend
abgektirzt wird, sondern auch das dem Wesen nach zusammenge-
gehdrige zusammen erscheint, und als Grandlage des Ganzen auftritt.

C. Darlegung des Begriffs der Ausdehnungsiehre.

9. Das stetige Werden, in seine Momente zerlegt, er-
scheint als ein stetiges Entstehen mit Festhaltung des schon
gewordenen. Bei der Ausdehnungsform ist das jedesmal neu
entstehende als ein verschiedenes gesetzt; halten wir hierbei
nun das jedesmal gewordene nicht fest, so gelangen wir zu
dem Begriffe dexr stetigen Aenderung. Was diese Aen-
derung erfiihrt, nennen wir das erzeugende Element, und das
erzeugende Element in irgend einem der Zustiinde, den es
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béi seiner Aenderung annimmt, ein Element der stetigen
Form. Hiernacly ist also die Ausdehnungsform die Gesammt-
heit aller Elemente, in die das erzeugende Element bei stetiger
Aenderung tibergeht.

Der Begriff der stetigen Aenderung des Elements kann nur bei
der Ausdehnungsgrisse hervortreten; bei der intensiven Grosse
wiirde bei Aufgebung des jedesmal gewordemen nur der stetige
Ansatz zum Werden als ein vollkommen leeres zurtickbleiben.

In der Raumlehre erscheint als das Element der Punkt, als seine
stetige Aenderung die Ortsinderung oder Bewegung, als seine ver-
schiedenen Zustiinde die verschiedenen Lagen des Punktes im Raume.

10. Das Verschiedene muss nach einem Gesetze sich
entwickeln, wenn das Erzeugniss ein bestinmmtes sein soll.
Dies Gesetz muss bei der einfachen Form dasselbe sein fiir
alle Momente des Werdens. Die einfache Ausdehnungsform
ist also die Form, welche durch eine nach demselben Gesetze
erfolgende Aenderung des erzeugenden Elements entsteht;
die Gesammtheit aller nach demselben Geesetz erzeugbaren
Elemente nennen wir ein System eoder ein Gebiet.

Die Verschiedenheit wiirde, da das von einem Gegebenen ver-
schiedene unendlich mannigfach sein kann, sich ginalich ins Unbe-
stimmte verlaufen, wenn sie nicht einem festen Gesetze unterworfen
wiire. Dies Gesetz ist fun aber in der reinen Formenlehre nicht
durch irgend welchen Inhalt bestimmt; -sondern darch die rein
abstrakte Idee des Gresetzmiissigen ist der Begriff der Ausdehnung
und durch die desselben Gresetzes fiir alle Momente der Aenderung
der Begriff der einfachen Ausdehmmg bestimmt. Hiernach hat
nun die einfache Ausdehnung die Beschaffenheit, dass, wenn sus
einem Elemente derselben a durch einen Akt der Aenderung ein
anderes Element b derselben Ausdehnung hervorgeht, dann aus b
durch denselben Akt der Aenderung ein drittes Element derselben
¢ hervorgeht. _

In der Raumlehre ist die Gleichheit der Richtung das die ein-
zelnen Aenderungen umfassende Gesetz, die Strecke in der Raum-
lehre entspricht also der einfachen Ausdehnung, die unendliche
gerade Linie dem ganzen System.
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11. Wendetman zwei verschiedene Gesetze der Aendernng
an, 80 bildet die Gesammtheit der vermige beider Gesetze
ergseugbaren Elemente ein System zweiter Stufe. Die Gesetze
der Aenderung, durch welche die Elemente dieses Systems
aus einander hervorgehen kionnen, sind von jenen beiden ersten
abhiingig; nimmt man noch ein drittes unabhiingiges Gesetz
hinzu, 8o gelangt man zu einem Systeme dritter Stufe und
so fort.

Als Beispiel mtge hier wieder die Raumlehre dienen. In der-
selben werden bei zwei verschiedenen Richtungen aus einem
Elemente die simmtlichen Elemente einer Ebene erzeugt, indem
némlich das erzeugende Element beliebig viel nach beiden Rich-
tungen nach einander fortschreitet, und die Gesammtheit der so
erzeugbaren Punkte (Elemente) in eins zusammengefasst wird.
Die Ebene ist also das System zweiter Stufe; in ihr ist eine un-
endliche Menge von Richtungen enthalten, welche von jenen beiden
ersten abhiingen. Nimmt man eine dritte unabhiingige Richtung
hinzu, so wird vermittelst ihrer der ganze unendliche Raum (als
System dritter Stufe) erzeugt; und weiter als bis zu drei unab-
hingigen Richtungen (Aenderungsgesetzen) kann man hier nicht
kommen, wihrend sich in der reinen Ausdehnungslehre die Anzahl
derselben bis ins Unendliche steigern kann.

. 12. Die Verschiedenheit der Gesetze erfordert wieder
gu ihrer gemaueren Bestimmung eine Erzeugungsweise, ver-
-mige deren das eine System in das andere iibergeht. Dieser
‘Uebergang der verschiedenen Systeme in einander bildet da-
her eine sweite natiirliche Stufe in dem Gebiete der Aus-
dehnungslehre, und mit ihr ist dann das Gebiet der elemen-
taren Darstellung dieser Wissenschaft beschlossen.

Es entspricht ‘dieser Uebergang der Systeme in einander der
Schwenkungsbewegung in der Raumlehre, und mit dieser hiingt
zusammen die Winkelgrosse, die absolute Linge, der senkrechte
Stand u. 8. w.; was alles seine Erledigung erst in dem zweiten
Theile der Ausdehnungslehre finden wird.
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D. Form der Darstellung.

13. Das Eigenthiimliche der philosophischen Methode ist,
dass sie in Gegensiitzen fortschreitet, und so vom Allgemeinen
zum Besonderen gelangt; die mathematische Methode hingegen
schreitet von den einfachsten Begriffen zu den zusammenge-
setzteren fort, und gewinnt so durch Verkniipfung des Be-
sonderen neue und allgemeinere Begriffe.

Wihrend also dort die Uebersicht iiber das Ganze vorwaltet,
und die Entwickelung eben in der allmiligen Verzweigung und
Gliederung des Ganzen besteht, so herrscht hier die Aneinander-
kettung des Besonderen hervor, und jede in sich geschlossene
Entwickelungsreihe bildet zusammen wieder nur ein Glied fiir die
folgende Verkettung, und diese Differenz der Methode liegt in dem
Begriffe; denn in der Philosophie ist eben die Einheit der Idee
das urspriingliche, die Besonderheit das abgeleitete, in der Mathe-
matik hingegen die Besonderheit das urspriingliche, hingegen die
Idee das letzte, angestrebte; wodurch die entgegengesetzte Fort-
schreitung: bedingt ist.

14. Da sowohl die Mathematik als die Philosophie
Wissenschaften im strengsten Sinne sind, so muss die Methode
in beiden etwas gemeinschaftliches haben, was sie eben zur
wissenschaftlichen macht. Nun legen wir einer Behandlungs-
weise Wissenschaftlichkeit bei, wenn der Leser durch sie eines-
theils mit Nothwendigkeit gur Anerkennung jeder einzelnen
Wahrheit gefiihrt wird, andrerseits in den Stand gesetzt wird,
auf jedem Punkte der Entwickelung die Rxchtu.ng des weiteren
Fortachreitens zu dbersehen.

Die Unerl4sslichkeit der ersten Forderung, niimlich der wissen-
schaftlichen Strenge, wird jeder zugeben. Was das zweite betrifft,
go ist dies noch immer ein Punkt, der von den meisten Mathema-
tikern noch nicht gehtrig beachtet wird. Es kommen oft Beweise
vor, bei denen man zuerst, wenn nicht der Satz oben anstinde,
gar nicht wissen konnte, wohin sie fiihren sollen, und durch die
man dann, nachdem man eine ganze Zeitlang blind und aufs Ge-
rathewohl hin jeden Schritt nachgemacht hat, endlich,.ehe man es
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sich versieht, pldtzlich zu der zu erweisenden Wahrheit gelangt.
Ein solcher Beweis kann vielleicht an Strenge nichts zu witnschen
tibrig laseen, aber wissenschaftlich ist er nicht; es fehlt thm das
zweite Erforderniss, die Uebersichtlichkeit. Wer daher einem
solchen Beweise nachgeht, gelangt nicht zu einer freien Erkennt-
niss der Wahrheit, sondern bleibt, wenn er sich nicht nachher
Jjenen Ueberblick selbst schafit, in giinzlicher Abhingigkeit von der
besonderen Weise, in der die Wahrheit gefanden war; und dies
Gefthl der Unfreiheit, was in solchem Falle wenigstens withrend
des Recipirens entsteht, ist filr den, der gewohnt ist, frei und
selbststindig zu denken, und alles was er aufnimmt, selbstthiitig
und lehendig sich anzueignen, ein héchst driickendes. Ist hingegen
der Leser in jedem Punkt der Entwickelung in den Stand gesetzt,
zu sehen, wohin er geht, so bleibt er Herrscher tiber den Stoff, er
ist an die besondere Form der Darstellung nicht mehr gebunden,
und die Aneignung wird eine wahre Reproduktion.

15. Auf dem jedesmaligen Punkte der Entwickelung ist
die Art der Weiterentwickelung wesentlich durch eine leitende
Idee bestimmt, welche entweder nichts anderes ist, als eine
vermuthete Analogie mit verwandten und schon bekannten
Zweigen des Wissens, oder welche, und dies ist der beste
Fall, eine direkte Ahnung der zuniichst zu suchenden Wahr-
heit ist.

Die Analogie ist, da sie in verwandte Gebiete hineinspielt, nur
ein Nothbehelf; wenn es nicbt eben darauf ankommt, die Beziehung.
zu einem verwandten Zweige durchweg hervorzuheben, und so eine
fortlaufende Analogie mit diesem Zweige zuzichen*). Die Ahnung
scheint dem Gebiet der reinen Wissenschaft fremd zu sein und am
allermeisten dem mathematischen. Allein ohne sie ist es unmdg-
lich, irgend eine newe Wahrheit aufzufinden; durch blinde Kombi-
nation der gewonnenen Resultate gelangt man nicht dazu; sondern,
was man zu kombiniren hat und auf welche Weise, muss durch
die leitende Idee bestimmt sein, und diese Idee wiederum kann,

¥) Dieser Fall tritt bei der hier zu behandelnden Wissenschaft in
Bezug auf die Gleometrie ein, weshalb ich den Weg der Analogie meist
vorgezogen habe.
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" ehe sie sich durch die Wissenschaft selbet verwirklichi hat, nur in
der Form der Almung erschéinen. Es ist daher diese Ahuung auf
dem wissemschaftlichen Gebiet etwas unentbehrliches. Sie/ist nim-
lich, wenn rie vom rechter Art ist, das in ¢ins susammienschanen
der gansen Entwickelungsreibe, die gu der nenen Wahrheit fiibrt,
aber mit noch nicht aus einander gelegten Momenten der: Ent-
wickelung und daher auch im Anfang nur erst.als dunkles Vor-
geftihl; die Auseinandeilegung jener Momente -enthills zagleich
die Auffindung der Wahsheit und die Kritik jenes' Vergefithis.:
© 16. Daher ist die wissenseliaftliche Darstellang ihrem

Wesen nach. ein Ineinandergreifen sweier Entwickelungsreihen,

von denen die eine mit Konsequemz voa einer Waksheit zur

andern fiihrt, und den eigentlichen Inhalt bildet, die andere
aber das Verfahren selbst beherrscht und die Flosm bestismt.
In der Mathematik treten diese beiden Entmokelmgnelhen
am schiirfaten aus -einander.’

Er ist in der Mathematik schon lange, und Euklid selbst hat
darin das Vorbild gegeben, Sitte gewesen, nur die eine Entwicke-
Jungsreihe, welcht den- eigerithichen Inhalt bildet, hervortretea zu
lassen, in Bezug auf die andere aber es dem Leser zu dberlassen,
sie zwisochen den Zédileri heraussalesen. Allein wie vellendet such
die Anordiiung und Darstellung jemer Entwickelungsreihe sein mag :
so ist es doch unmbglich, dadarch demjenigen, der die Wissenschaft
erst kennen lernen soll, schon auf jedem Punkte der Entwickelung
die Uebersicht gegenwirtig zu erhalten, und ihn in Stand zu setzen,
selbstthiitig und frei weiter fortzuschreiten. Dazu ist vielmehr
n6thig, dass der Leser moglichst in denjenigen Zustand versetzt
wird, in welchem der Entdecker der Wahrheit im glinstigsten Falle
sich befinden mtisste. In demjenigen aber, der die Wahrheit auf-
findet, findet ein stetes sich besinnen tiber den Gang der Entwicke-
lung statt; esbildet sich in ihm eine eigenthtimliche Gedankenreihe
tiber den Weg, den er einzuschlagen hat, und tiber die Idee,
welche dem Ganzen zu Grunde liegt; und diese Gedankenreihe
bildet den eigentlichen Kern und Geist seiner Thitigkeit, wihrend
die konsequente Auseinanderlegung der Wahrheiten nur die Ver-
kérperung jener Idee ist. Dem Leser nun zumuthen wollen, dass

er, ohne zu solchen Gedankenreihen angeleitet zu sein, dennoch auf
C
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dem Wege der Entdeckung selbststkndig fortschreiten sollte, heisst
ihn tiber den Entdocker der Wahrheit selbst: stellen, und somit
das Verhiltniss zivischen ihm und dem - Verfadser umkehren, wobei

. dann die ganze :Abfassnng des' Werkes -als tiberflilssig erscheint.

- Daher: haben denn auch neuere Mathematiker und namentlich die
Franszosen angéfangen, beide Entwiekelungsreihen zu verweben.
‘Das Angiehende, was dadurch jhre Werke bekommen haben, be-
steht eben darin, dass der Leser sich:frei filhlt vnd nielit einge-
zwiingt_ist. in Formen,: demen er, -‘weil er gie nicht beherrscht,
knechtisch. folgen muss. Dass nun in .der Mathematik diese Ent-
wickelangsreihen am schiirfsten sus einawder treten, liegt in - der
Eigenthtimlichkeit ihrer Methode (Nr. 18); da sie nkmlich vem
Besondern aus durch Verkettung fortschreitet, so ist die Kinheit

* der Idee das letzte. Daher trdigt die zweite Entwickelungsreihe
einen ganz entgegéngesetsten Charakter an sich wie die erste, und
die Durchdringung beider erscheint sehwieriger, :wie in irgend
einer andexn Wissenschaft. Um dieser Schwierigkeit willen darf

. man aber doch mnicht, wie -es vorn den deutschen Mathematikern
bikufig geschioht, das ganze Verfahren aufgeben und verwerfen.

- In dem vorliegenden Werke habe ich daher den angedeuteten
‘Weg eingeschlagen, und es sohiea mir dies bei einer neuen Wissen-
schaft um so nothwendiger, als eben luglewh die Idee derselben
suerst ans Licht treten soll
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Uebersicht der allgemeinen Formenlehre,

§ 1. Unter der allgemeinen Formenlehre verstehen wir diejenige
Reihe von Wahrheiten, welche sich auf alle Zweige der Mathematik
auf gleiche Weise bezichen, und daher nur die allgemeinen Begriffe
der Gleichheit und Verschiedenheit, der Verkniipfung und Sonderung
voraussetzen. KEs mtisste daher die allgemeine Formenlehre allen
speciellen Zweigen der Mathematik vorangehen ¥); da aber jener all-
gemeine Zweig noch nicht als solcher vorhanden ist, und wir ihn doch
nicht, ohne uns in unntitze Weitliufigkeiten zu verwickeln, iibergehen
dtirfen, so bleibt uns nichts itbrig, als denselben hier so weit zu ent-
wickeln, wie wir seiner fiir unsere Wissenschaft bedtirfon. Es ist
hier zuerst der Begriff der Gleichheit und Verschiedenheit festzustellen.
Da das Gleiche nothwendig, auch schon damit nur die Zweiheit heraus-
tritt, als Verschiedenes, und das Verschiedene auch als Gleiches er-
scheinen muss, nur in verschiedener Hinsicht **), so scheint es bei
oberflichlicher Betrachtung néthig, verschiedene Beziehungen der
Gleichheit und Verschiedenheit aufzustellen ; so wiirde z. B. bei Ver-
gleichung zweier begriinzter Linien die Gleichheit der Richtung oder
der Liinge, oder der Richtung und L#inge, oder der Richtung und Lage
u. 8. w. ausgesagt werden konnen, und bei andern zu vergleichenden
Dingen wiirden wieder andere Beziehungen der Gleichheit hervor-
treten. Aber schon dass diése Beziehungen andere werden je nach
der Beschaffenheit der zu vergleichenden Dinge, liefert den Beweis
daftir, dass diese Beziehungen nicht dem Begriff der Gleichheit selbst.

*) 8. Einl. Nr. 18,
#+) Ebendas. Nr. 5.
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angehoren, sondern den Gegenstiinden, auf welche derselbe Begriff
der Gleichheit angewandt wird. In der That von zwei gleich langen
Strecken z. B. kénnen wir nicht sagen, dass sie an sich gleich sind,
sondern nur, dass ihre Linge gleich sei, und diese Linge steht dann
eben auch in der vollkommenen Beziehung der Gleichheit. Somit
haben wir dem Begriff der Gleichheit seine Einfachheit gerettet, und
koénnen denselben dahin bestimmen, dass gleich dasjenige sei, von
dem man stets dasselbe aussagen kann oder allgemeiner, wasin jedem
" Urtheile sich gegenseitig substituirt werden kann®). Wie hierin zu-
gleich ausgesagt liegt, dass wenn zwei Formen einer dritten gleich
sind, sie auch selbst einander gleich sind, und dass das aus dem
Gleichen auf dieselbe Weise erzeugte wieder gleich sei, liegt am Tage.

§ 2. Der zweite Gegensata, den wir hier in Betracht zu ziehen
haben, ist der der Verhkniipfung und Sonderung. Wenn zwei Grbssen
oder Formen (welchen Namen wir als den allgemeineren vorsichen,
s. Einl. 3) unter sich verkniipft sind, so heissen sie Glieder der
Verkntipfung, die Form, welche durch die Verkniipfung beider dar-
gestellt wird, das Ergebniss der Verkntipfung. Sollen beide
Glieder unterschieden werden, so nennen wir das eine das Vorder-
glied, das andere das Hinterglied. Als das allgemeine Zeichen
der Verkntipfung withlen wir das Zeichen ~; sind nun a und b die
Glieder derselben, und zwar a das Vorderglied, b das Hinterglied,
80 bezeichnen wir das Exgebniss der Verkniipfung mit (a~b) ; indem die.
Klammer hier ausdriicken soll, daes die Verkniipfang nicht mehr in
der Trennung ihrer Glieder soll angeschaut werden, sondern als eine
Einheit des Begriffs**). Das Ergebniss der Verkntipfang kann wieder
mit andern Formen verkniipft werden, und so gelangt man zu eimer

*) Es soll dies keine philosophische Begriffshestimmung sein, sondern nur
eine Verstiindigung iiber das Wort, damit nicht etwa verschiedenes darunter
verstanden werde. Die philosophische Begriffsbestimmung wiirde vielmehr
den Gegensaty des Gleichen und Verschiedenen in seinem Fliessen und in
seiner starren Abgriinzung zu ergreifea haben, wozu noch ein nicht unbe-
triichtlicher Apparat von Begriffsbestimmungen erforderlich sein wiirde, der
hier nicht hergehort,

**) Auf welche Weise nun diese Einheit bewirkt wird, und was dabei jedes-
mal an der Vorstellung des einzelnen Verkniipften aufgegeben wird, hiingt
von der Natur der jedesmaligen Verkniipfung ab.
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Verkntipfung mehrerer Glieder, welche aber zuniichst immer nur als
eine Verkntipfung je zweier erscheint. Der Bequemlichkeit wegen
bedienen wir uns der #blichen abgekiirzten Klammerbezeichnung,
indem wir néimlich die zunsammengehorigen Zeichen einer Klammer
weglassen, wenn deren Oeffnungszeichen [(] entweder am Anfang des
ganzen Ausdrucks steht, oder nach einem andern Oeffiungszeichen
folgen wiirde; z. B. statt ((a~b)~c) schreiben wir a~b~c.

§ 3. Die besondere Art der Verknilpfung wird nun dadurch
bestimmt, was bei derselben als Ergebniss festgehalten, d. h. unter
welchen Umstinden und in welcher Ausdehnung das Ergebniss als
sich gleich bleibend gesetzt wird. Die einzigen Ver#inderungen,
welche man, ohne die einzelnen verkniipften Formen selbst zu &n-
dern, vornehmen kann, ist Aenderung der Klammern und Umord-
nung der Glieder. Nehmen wir zuerst die Verkniipfung so an,
dass bei drei Gliedern das Setzen der Klammern keinen realen
Unterschied, d. h. keinen Unterschied des Ergebnisses begriindet,
also dass a~(b~c)=a~b~c ist, so folgt zunsichst, dass man auch
in jeder mehrgliedrigen Verkniipfung dieser Art ohne ibhr Ergeb-
niss zu #ndern, die Klammern weglassen kann. Denn jede Klam-
mer schliesst vermoge der dartiber festgesetzten Bestimmung zu-
nichst einen zweigliedrigen Ausdruck ein, und dieser Ausdruck
muss wieder als Glied verbunden sein mit einer andern Form, kurz
es tritt eine Verbindung von drei Formen hervor, fiir welche wir
voraussetzten, dass man die Klammer weglassen kinne, ohne das
Ergebniss ihrer Verkntipfung zu #ndern; also wird auch, da man
statt jeder Form die ihr gleiche setzen darf, das Gesammtergeb-
niss durch das Weglassen jemer Klammer nicht geindert. Also

»Wenn eine Verkniipfung von der Art ist, dass bei drei Glie-
dern die Klammern weggelassen werden dtirfen, so gilt dies
auch bei beliebig vielen ;“

oder, da man in zwei Ausdriicken, welche sich nur durch das’
Setzen der Klammern unterscheiden, stets nach dem so eben er-
wiesenen Satze die Klammern weglassen darf, so sind beide Awus-
drticke, da sie demselben (klammerlosen) Ausdrucke gleich sind,
auch unter sich gleich, und man hat den vorigen Satz in etwas all-

gemeinerer Form :
1 L ]
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»Wenn eine Verkntipfung von der Art ist, das fir drei Glie-
der die Art, wie die Klammern gesetzt werden, keinen realen
Unterschied begriindet, so gilt dasselbe auch ftr beliebig
viele Glieder.* '

§ 4. Wire auf der andern Seite filr eine Verkntipfung nur
die Vertauschbarkeit der beiden Glieder festgesetzt, so wtirde dar-
aus keine andere Folgerung gezogen werden konnen. Kommt aber
diese Bestinmung noch zu der im vorigen § gemachten hinzu, so
folgt, dass auch bei mehrgliedrigen Ausdrticken die Ordnung der
Glieder fir das Gesammtergebniss gleichgiiltig ist, indem man
némlich leicht zeigen kann, dass sich je zwei aufeinander folgende
Glieder vertauschen lassen. In der That kann man nach dem zu-
letzt erwiesenen Satze (§ 3) zwei solche Glieder, deren Vertausch-
barkeit man nachweisen will, in Klammern einschliessen ohne
Aenderung des Gesammtergebnisses, ferner diese Glieder unter
sich vertauschen, ohne das Ergebniss der aus ihnen gebildeten
Verkniipfung za #ndern (wie wir so eben voraussetzten), also auch
ohne das Ergebniss der ganzen Verkniipfung zu iéndern (da man
statt jeder Form die ihr gleiche setzen kann), und endlich kdnnen
nun die Klammern wieder so gesetzt werden, wie sie zu Anfang
waren. Somit ist die Vertauschbarkeit zweier einander folgender
Glieder erwiesen. Da man nun aber durch Fortsetzung dieses
Verfahrens jedes Glied auf jede beliebige Stelle bringen kann, so
ist die Ordnung der Glieder iiberhaupt gleichgiiltiz. Also dies Re-
sultat zusammengefasst mit dem des vorigen Paragraphen:

»Wenn eine Verkntipfung von der Art ist, dass man, ohne

Aenderung des Ergebnisses, bei drei Gliedern die Klammern

beliebig setzen, bei zweien die Ordnung verfindern darf: so

ist auch bei beliebig vielen Gliedern das Setzen der Klammern

und die Ordnung der Glieder gleichgiiltig fiir das Ergebniss.«
Wir werden der Kiirze wegen eine solche Verkniipfung, fiir welche
die angegebenen Bestimmungen gelten, e¢ine einfache nennen.
Eine noch weiter gehende Bestinmung ist nun fir die Art der
Verkntipfung, wenn man nicht auf die Natur der verkniipften For-
men zurfickgeht, nicht mehr moglich, und wir sohreiten daher zur
Avufldsung der gewonnenen Verkntipfung, oder zum analytischen
Verfahren.
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§ 5. Das analytische Verfahren besteht darin, dass man zu
dem Ergebniss der Verkntipfung und dem einen Gliede derselben
das andere sucht. Es gehtren daher zu einer Verkntipfung zwei
analytische Verfahrungsarten, je nachdem nimlich deren Vorder-
glied oder Hinterglied gesucht wird; und beide Verfahrungsarten
liefern nur dann ein gleiches Ergebniss, wenn die beiden Glieder
der urspriinglichen Verkniipfung vertauschbar sind. Da auch dies
analytische Verfahren als Verkniipfung kann aufgefasst werden, so
unterscheiden wir die urspriingliche oder synthetische Verkntipfung
und die auflisende oder analytische Verkntipfung. Im Folgenden
werden wir nun zun#chst die synthetische Verknmiipfung in dem
Sinne des vorigen Paragraphen als eine einfache voraussetzen und
als Zeichen derselben das Zeichen ~ beibehalten, fiir die entsprechende
analytische Verkniipfung, hingegen da hier die beiden Arten der-
selben zusammenfallen, das umgekehrte Zeichen - wihlen, und
zwar 8o, dass wir das Ergebniss der synthetischen Verkniipfung,
was bei der analytischen gegeben ist, hier zum Vordergliede machen.
Sonach bezeichnet hier a-b diejenige Form, welche mit b synthetisch
verkntipft a giebt, so dass also allemal a~b~be== a ist. Hierin liegt
sogleich eingeschlossen, dass a-bvc diejenige Form bedeutet, welche
mit ¢ und dann mit b synthetisch verkniipft a giebt, d. h. also auch
nach §. 4 diejenige Form, welche mit denselben Werthen in um-
gekehrter Folge, oder auch mit. b~c synthetisch verkniipft a giebt,
d. h.

avbve==ave-b
=a>(b~c);
und da dieselbe Schlussfolge fiir beliebig viele Glieder gilt, so folgt,
dass auch die Ordnung der Glieder, welche analytische Vorzeichen
haben, gleichgtiltig ist, und man diese Glieder in eine Klammer
schliessen darf, wenn man nur die in die Klammer rtickenden
Vorzeichen umkehrt. Hieraus nun folgt weiter, dass

av(bve)=avb~ec
sei. In der That hat man aus der Definition der analytischen Ver-
kniipfung
av(bve)=av(bvc)vecnc;
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dieger Ausdruck ist wieder vermbge des so eben erwiesenen Ge-
setzes ) :

=av(bvcnc)nc,
und dies letztere ist endlich vermtge der Definition der analytischen
Verkntipfung

ﬂs&“bAG,

also auch der erste Ausdruck dem letzten gleich. Driicken wir dies
Resultat in Worten aus, und fassen wir esmit dem vorher gewonnenen
Resultate zusammen, 8o erhalten wir den Satz:

nWenn die synthetische Verkniipfung eine einfache ist, so ist

es fiur das Ergebniss gleichgiltiz, in welcher Ordnung man

synthetisch oder amalytisch verkniipft; auch darf man nach
einem synthetischen Zeichen eine Klammer setzen oder weg-
lassen, wenn dieselbe nur ‘synthetische Glieder enth#lt, nach
einem analytischen aber unter allen Umstinden die Klammer
setzen oder weglassen, sobald man nur in diesem Falle die

Vorseichen innerhalb der Klammer umkehrt, d. h. das analy-

tische Zeichen in ein synthetisches verwandelt und umgekehrt.“

Dies ist das allgemeinste Resultat, zu dem wir bei den an-
genommenen Voraussetzungen gelangen kénnen. Hingegen geht
aus denselben nicht hervor, dass man eine Klammer, welche ein
analytisches Zeichen einschliesst, und ein synthetisches vor sich hat,
weglassen konne. Vielmehr muss dazu erst eine neue Woraus-
setzung gemacht werden.

§ 6. Die neue Voraussetzung, die wir hinzufiigen, ist die,
dass das Ergebniss der analytischen Verkniipfung eindeutig sei, oder
mit andern Worten, dass, wenn das eine Glied der synthetischen
Verkntipfung unvertindert bleibt, das andere aber sich #indert, dann
auch jedesmal das Ergebniss sich #ndere. Hieraus ergiebt sich zu-
nltichst, dass

a~bvb==a

ist; denn a~bvb bedeutet die Form, die mit b synthetisch verkniipft
a~b giebt. Nun ist a eine solche Form und vermédge der Eindeutig-
keit des Resnltats die einzige, also die Geltung der obigen Gleichung
erwiesen. Hieraus wiederum geht hervor, dass

a~(bve)=a~bvc
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ist. Um nimlich den sweiten Ausdruck suf den ersten zu beingen,
kann man in ibm statt b setzen ((b~c) - c und erhalt
a~bvc==an~((bvc)~c)ve;
dies ist nach §. 4
=a-~(b-c)~cve,
und dies wieder nach dem so eben erwiesenen Satze
=a~(bvec),
also ist auch der erste Ausdruck dem letzten gleich; da man nun
diese Schliisse wiederholen kann, wenn mehrere Glieder in der
Klammer vorkommen, so hat man den Satz:
nWenn die synthetische Verkniipfung eine einfache, und die
entsprechende analytische eine eindeutige ist, so kann man
nach einem synthetischen Zeichen die Klammer beliebig setzen
oder weglassen. Wir nennen dann (wenn jene Eindeutigkeit
auf allgemeine Weise stattfindet) die synthetische Verkntipfung
Addition, und die entsprechende analytische Subtraktion.
‘Was die Ordnung der Glieder betrifft, so folgt, dass a~bvc==
avc~b ist; denn a~bvece==b~avec=b~(avc)==ave~b; s0
dass wir also auch die Vertauschbarkeit- zweier Glieder, deren eins
ein synthetisches, das andere ein analytisches Vorzeichen hat, nach-
gewiesen haben, sobald die Eindeutigkeit des analytischen Ergeb-
nisses vorausgesetzt ist. Und nur unter dieser Voraussetzung
gelten die Sktze dieses Paragraphen, withrend die des vorigen auch
dann noch gelten, wenn das Ergebniss der analytischen Verkntipfung
vieldeutig ist ¥) ¥¥),

*) Belspiele einer solchen Vieldeutigkeit liefert nicht bloss, wie sich
spliter weigen wird, die Ausdehnungslehre in reichlicher Menge, sondera
auch die Arithmetik bietet sie dar, und es ist daher die festgesetzte Unter-
scheidung auch fiir sie wichtig. N#mlich als einfache Verkniipfangen zeigen
sich Addition und Multiplikation; und wihrend die Subtraktion immer ein-
deutig ist, so ist es die Division nur, so lange die Null nicht als Divisor
eracheint; deshalb gelten fiir die Division nur die S%tze des vorigen § all-
gemein, wihrend die Slitze dieses § nur mit der Beschrlinkung gelten, dass
die Null nicht aly Divisor erscheint. Aus der Nichtbeachtung dieses
Umstandes miissen die iérgsten Widerspriiche und Verwirrungen hervor.
gehen, wie es auch sum Theil geschehen ist.

#%) Ein spiiterhin angesteliter Vorsuch, die Giesetse fiir die Verknlipfung
mehrdoutiger Grissen aufsustellen, hat mich su der Ueberzeugung geftihrt,
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§ 7. Durch das analytische Verfahren gelangt man zur in-
differenten und zur analytischen Form. Die erstere erhilt man
durch die analytische Verkniipfung zweier gleicher Formen, also
ava stellt die indifferente Form dar, und zwar ist dieselbe unab-
hiingig von dem Werthe a. In der That ist ava==b-b; denn
b+b stellt die Form dar, welche mit b synthetisch verkntipft b
giebt, eine solche Form ist ava, da b~(ava)=b~ava==D ist.
In dem Umfange nun, in welchem zugleich das Ergebniss der ana-
lytischen Verkntipfung eindeutig ist, muss daher auch a-a gleich
b-b gesetzt werden. Da somit die indifferente Form unter der
gemachten Voraussetzung immer nur Einen Werth darstellt, so er-
giebt sich daraus die Nothwendigkeit, sie durch ein eigenes Zeichen
zu fixiren. Wir wihlen dazu fur den Augenblick das Zeichen =,
und bezeichnen die Form (© -a) mit (va), und nennen (-a) die
rein analytische Form, und zwar, wenn die synthetische Verkniipfung
die Addition war, die negative Form. Dass (a~ ») und (av =)
gleich a, dass ferner ~(va) gleich ~va, und - (va) gleich ~a ist,
ergiebt sich direkt, indem man nur die so eben dargestellten voll-
stiindigen Ausdriicke diesen Formen zu substituiren hat, um so-
gleich die Richtigkeit dieser Gleichungen zu tbersehen®). Die
analytische Form zur Addition nannten wir ins Besondere die nega-

dass man fiberall die mehrdeutigen Grossen zuerst in eindeutige verwandeln
muss, ehe man fiberhaupt auf sie irgend ein Verkniipfungsgesetz anwenden
kann. Ich habe dieser Ueberzeugung in meiner Ausdehnungslehre von
1862 in der Anmerkung zu No. 348 und zu No. 477 Ausdruck verliehen, und
sugleich an ersterer Stelle gezeigt, wie man die mehrdeutigen Grissen in
eindeutige verwandeln kann. Auch meiner Arithmetik (Stettin 1860.
Druck und Verlag von R. Grassmann) liegt diese Ugberzeugung zu Grunde.
(1871.) :

*) Es ist ein vergebliches Unternehmen, wenn man =. B. bei der Addition
und Subtraktion in der Arithmetik, nachdem man die hierher gehbrenden
Gesetze fiir positive Zahlen nachgewiesen hat, sie hinterher noch besonders
fiir negative Zahlen beweisen will. Indem man n¥mlich die negative Zahl
als solche definirt, die zm a addirt Null giebt, so meint man hier mit dem
Addiren (indem der Begriff desselben zuniichst nur fiir positive Zahlen auf-
gestellt ist) entweder dieselbe Verkniipfungsweise, fiir welche die Grund-
gesetze, die den allgemeinen Begriff der Addition bestimmen, gelten, oder
eine andere. Im ersteren Falle ist der Nachweis unnéthig, da die weiteren
Gesetze dann fiir die negativen Zahlen schon mit bewiesen sind ; im letsteren
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tive Form, und die indifferente in Bezug auf die Addition und
Subtraktion nennen wir Null.

§ 8. Wir haben bisher den Begriff der Addition rein formell
gefasst, indem wir ihn durch das Gelten gewisser Verkntipfungs-
gesetze bestimmten. Dieser formelle Begriff bleibt auch immer der
einzige allgemeine. Doth ist dies nicht die Art, wie wir in den
einzelnen Zweigen der Mathematik zu diesem Begriffe gelangem.
Vielmehr ergiebt sich in ihnen aus der Erzeugung der Grdssen
selbst eine eigenthtimliche Verkntipfungsweise, welche sich demn
dadurch, dass jene formellen Gesetze auf sie anwendbar sind, als
Addition in dem eben angegebenen allgemeinen Sinne darstellt. Be-
trachten wir n#mlich zwei Grossen (Formen), welche durch Fort-
setzung derselben Erzeugungsweise hervorgehen, und welche wir
»in gleichem Sinne erzeugt“ nennen, so ist klar, wie man beide
so an einander reihen kann, dass beide Ein Ganzes ausmachen, in-
dem ihr beiderseitiger Inbalt, d. h. die Theile, welche beide ent-
halten, in eins zusammengedacht werden, und dies Ganze dann
mit jenen beiden Grossen gleichfalls in gleichem Sinne erzeugt
.gedacht wird. Nun ist leicht zu zeigen, dass diese Verkntipfung
eine Addition ist, d. h. dass sie eine einfache, und ihre Analyse
eine eindeutige ist. Zuerst kamn ich beliebig zusammenfassen und
beliebig vertauschen, weil die Theile, welche zusammengedacht
werden, dabei dieselben bleiben, und ihre Folge nichts %ndern
kann, da sie alle gleich sind (als durch gleiche Erzeugungen ent-
standen); aber es ist auch ihre Analyse eindeutig; denn wiire dies
nicht der Fall, so mtisste bei der synthetischen Verkniipfung, with-
rend das eine Glied und das Ergebniss dasselbe bliebe, das andere
Glied verschiedene Werthe annehmen kinnen; von diesen Werthen
miisste dann der eine grisser sein als der andere; also mtissten
dann zu dem letzteren noch Theile hinzukommen ; aber dann wiirden
auch zu dem Ergebnisse dieselben Theile hinznkommen, das Er-
gebniss also ein anderes werden, wider die Voraussetzung. Also
da auch die entsprechende analytische Verkniipfung eindeutig ist,

Falle ist er unmoglich, wenn der Begriff der Addition solcher Zahlen nicht
etwa noch anderweitig bestimmt werden sollte. Eben so verh&lt es sich mit
den Briichen im Gegensatze gegen die ganzen Zahlen.
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80 ist die synthetische Verkntipfung als Addition aufzufassen, die
entsprechende analytische als Subtraktion, und es gelten demmach
fir diese Verkntipfungen alle in §§ 3 — 7 anfgestellten Gssetze.
Es ergab sich dort, dass die Gesetze dieser Verkntipfangen auch
dann unverdindert bestehen bleiben, wenn die Glieder negativ
werden. Vergleichen wir die negativen Grbssen mit den positiven,
#0 kinnen wir sagen, sie seien im entgegengesetzten Binne er-
zeugt; und sowohl die in gleichem als die in entgegengesetztem
Binne erzeugten Grossen ktnnen wir unter dem Namen gleich-
artiger Grossen zusammenfassen, und also ist auf diese Weise der
reale Begriff der Addition und Subtraktion fiir gleichartige Grissen
tiberhaupt bestimmt.

§ 9. Wir haben bisher nmr Eme synthetische Verkniipfungs-
art fir sich und in ihrem Verhiltnisse zur entsprechemden analy-
tischen betrachtet. Es kommt jetzt darauf an, die Beziehung zweier
verschiedener synthetischer Verkntipfungsarten darsulegen. Zu dem
Ende muss die eine durch die andere jhrem Begriffe nach bestimmz
soin. Diese Begriffshestimmung hiingt von der Art ab, wie ein Aus-
druck , welcher beide Verkniipfungsweisen enthiilt, ohne Aendernng
des Gesammtergebnisses umgestaltet werden kann. Die einfachste
Art, wie in einem Ausdrucke beide Verknilpfungen vorkommen
kinnen, ist die, dass das Ergebniss der einen Verkniipfung der
gweiten unterworfen wird, also wenn ~ und = die Zeichen der beiden
Verknipfungen sind, so hiéngt das Verhiltniss beider von den Um-
gestaltungen ab, welohe mit dem Ausdruck (a ~b)=¢ vorgenommen
werden dtirfen. Wenn sich die zweite Verkniipfung auf beide
Glieder der ersten gleichmussig beziehen soll, so bietet sich als
die einfachste Umgestaltung die dar, dass man jedes Glied der
ersten Verkniipfung der zweiten unterwerfen, und dann diese ein-
selnen Ergebnisse als Glieder der ersten Verkntpfungsweise setzen
konne. Wenn diese Umgestaltung ohne Aenderung des Gesammt-
ergebnisses vorgenommen werden kann, d. h. also (a~b)=c==
(a=e)~(b=c) ist, s0 nennen wir die zweite Verkniipfung die jener
ersten entsprechende Verkntipfung niichst htherer Stufe. Sind ins-
besondere bei dieser zweiten Verkntipfung beide Glieder auf gleiche
Weise abhingig von der ersten, so dass also jene Bestimmung
sowohl fiir das Hinterglied der neuen Verbindung gilt, wie fiir
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deven Yorderglied, und jst ferner die erstere Verknlpfung eine
einfache, und ihre emtaprechende analytische gine eindeutige, so
nennen wir die letztere Multiplikation, wihrend wir fiir die erstere
schon oben den Namen der Addition festgesetst hatten. Es ist
dies tberhaupt die Art, wie von vorme herein, d. h. wemn noch
keine Verkniipfuugsart gegeben ist, eine solche nebst der sich daran
anschliessenden hoheren hestimmt werden kann. Daher betrachten
wir auch die Addition als die Verkntipfung erster Stufe, die Multi-
plikation also als die Verkniipfung zweiter Stufe ¥). Wir withlen von
nun an statt der allgemeinen Verkniipfungszeighen die bestimmten
fiir diese Verkniipfungsarten iiblichen, und zwar wihlen wir fir die
Multiplikation das blosse Aneinanderschreiben.
§ 10. Die Beziehung der Multiplikation syr Addition haben

wir dahin bestimmt, dass

(a4Db)e==ac—+be

c(atb)=carf-cb
ist; und dadurch war uns der Begriff der Multiplikation festgestells.
Durch wiederholte Anwendupg dieses Grundgesetzes gelangt man
sogleich zu dem allgemeineren Satze, dass man, wenn beide Faktorsp
zerstiickt sind, jedes Stiick des einen mit jedem Stiick des andern
multipliciren und die Produkte addiren kann, Hieraus exrgiebt sich
fir die Besiehung der Multiplikation zur Subtraktion ein ent-
#prechendes Gesetz, nimlich zun#chst, dass

(a—Db)e=ac—hbe
ist. Numlich setat man, um den zweiten Ausdruck auf den ersten
surtickzufithren, in demselben statt & das ihm Gleiche (8 —b) b,
80 hat man

ac—be= ((a—b)+b)c—-bc;
der zweite Ausdruck ist nach dem so eben aufgestellten Gesetze
~ =(a—b)e4be—be,
und dieser Ausdruck nach §. 6 '
==(@a—b)c, ‘

*) Als dritte Stufe wiirde sich nach demselben Prinzip das Potenziren
darstellen, was wir hier aber der Kiirze wegen iibergehen. Dass iibrigens
die Begriffsbestimmung fiir diege Verkniipfungen hier nur eine formelle sein,
und erst in den einzelnen Wissenschaften durch Realdefinitionen verktrpert
werden kapn, liegt in der Natur der Sache.
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also der erste Ausdruck dem letzten gleich. Auf gleiche Weise
folgt, wenn der zweite Faktor eine Differens ist, das entsprechende
Gesetz. Durch wiederholte Anwendung dieser Gresetze gelangt man
zu dem allgemeineren Satze :

,Wenn die Faktoren eines Produktes durch Addition und Sub-
traktion gegliedert sind, so kann man ohne Aenderung des Ge-
sammtergebnisses, jedes Glied des einen mit jedem Gliede des
andern multipliciren, und die so erhaltenen Produkte durch
vorgesetzte Additions- und Subtraktionszeichen verkntipfen, je
nachdem die Vorzeichen ihrer Faktoren gleich oder ungleich
waren.*

§ 11. Fur die Division gilt ganz allgemein, mag nun ihr
Resultat eindeutig oder vieldeutig*) sein, das Gesetz der Zer-
stickung des Dividend , n#mlich

Bt

wobei wir aber noch zu merken haben, dass, da fur die Multlplx-
kation im Allgemeinen nicht Vertauschbarkeit der Faktoren an-
genommen wurde, auch im Allgemeinen zwei Arten der Division
unterschieden werder milssen, je nachdem n#mlich das Vorder-
glied oder das Hinterglied der multiplikativen Verkntipfung gesucht
wird. Da indessen beide Faktoren eine gleiche Beziehung zur
Addition und Subtraktion haben, so wird dies auch von beiden
Arten der Division gelten; und wenn das obige Gesetz fiir eine
Art erwiesen ist, 50 wird es aus denselben Grtinden auch fir die
andere erwiesen sein. Wir wollen annehmen, es sei das Vorder-
glied gesucht; also wenn z. B.

8 . .
—==x ist **), 50 sei xc=a.

Es bedeutet a-t—b hiernach diejenige Form, die als Vorderglied mit

¢ multiplicirt a-b giebt. Ich kann zuerst jede Form in zwei
Stticke sondern, deren eins willktihrlich angenommen werden kann.

*) Vergleiche die Anmerkung zu 8. 7 und die Ausdehnungslehre von
1862 No. 877 bis 391, (1877.)
**) Wo der Punkt im Divisor die 8telle des gesuchten Faktors bezeichnet.
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Es sei daher die gesuchte mit a-lc-b gleichgesetzte Form ==ic-|—x.

Diese nun als Vorderglied mit ¢ multiplicirt, giebt nach dem vorigen §
a-}-xc; sie soll aber bei dieser Multiplikation a - b geben, folglich ist

a-txe=a-b,d h. xc=b, x==l:-
also die gest‘lchte Form, da sie gleich ic + x gesetzt war, gleich

3;+ 30. Auf dieselbe Weise ergiebt sich das Gesetz fir die Dif-

ferenz.

§ 12. Die in den vorigen Paragraphen dargestellten Gesetze
driicken die allgemeine Beziehung der Multiplikation und Division
zur Addition und Subtraktion aus. Hingegen die Gesetze der Mul-
tiplikation an sich, wie sie die Arithmetik aufstellt, und welche die
Vertauschbarkeit und Vereinbarkeit der Faktoren aussagen, gehen
nicht aus dieser allgemeinen Beziehung hervor, und sind daher
auch nicht durch den allgemeinen Begriff der Multiplikation be-
stiflmt. Vielmehr werden wir in unserer Wissenschaft Arten der
Multiplikation kennen lernen, bei denen wenigstens die Vertausch-
barkeit der Faktoren nicht stattfindet, bei denen aber dennoch
alle bisher aufgestellten Sitze ihre volle Anwendung haben. Auch
den allgemeinen Begriff dieser Multiplikation haben wir somit for-
mell bestimmt; diesem formellen Begriffe muss, wenn die Natur der
zu verkniipfenden Grossen gegeben ist, ein realer Begriff ent-
sprechen, welcher die Erzeugungsweise des Produktes vermittelst
der Faktoren aussagt. Die Beziehung zur realen Addition liefert
uns eine allgemeine Bestinmung dieser Erzeugungsweise; wird
niimlich einer der Faktoren als Summe seiner Theile (nach §. 8)
aufgefasst, so muss man nach dem allgemeinen Beziehungsgesetz,
statt die Summe der Produkt-bildenden Erzeugungsweise zu unter-
werfen, die Theile derselben unterwerfen konnen, und die so ge-
bildeten Produkte addiren, d. h. da diese Produkte wieder als in
gleichem Sinne erzeugt sich darstellen, sie als Theile zu einem
Ganzen verkniipfen ktnnen; d. h. die multiplikative Erzeugungs-
weise muss von der Art sein, dass die Theile der Faktoren auf
gleiche Weise in sie eingehen, so n#mlich, dass wenn ein Theil
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des einen mit einem Theil des andem multiplikativ verkntipft irgend
eine Griosse erzeugt, dann bei der multiplikativen Verkntipfung der
Gtanzen, auch jeder Theil des ersten mit jedem Theil des andern
eine solche Girosse und zwar dieselbe Gr¥sse erzeugt, wenn diese
Theile den zuerst angemommenen gleich sind. TUnd es leuchtet
sogleich ein, dass wenn die Erzeugungsweise die angegebene Be-
schaffenheit hat, auch die ibr entsprechende Verknfipfungsweise
zur Addition des Gleichartigen die multiplikative Beziehung hat,
und fiir sie somit alle Gesetze dieser Beziehung gelten. Wir
nennen daher eine solche ,Verkniipfungsweise auch schon dann,
wenn nur erst ihre multiplikative Beziehung zur Addition des Gleich- .
drtigen nachgewiesen, oder mit andern Worten, das gleiche Ein-
gehen aller Theile der Verkniipfungsglieder in die Verkniipfung in
dem oben angegebenen Sinne festgestellt ist, eine Multiplikation.
Die bisher dargestellten allgemeinen Verkniipfangsgesetze gentigen
im Wesentlichen fiir die Darstellung unserer Wissenschaft und wir
gehen daher zu dieser iiber.



Erster Abschnitt.

Die Ausdehnungsgrosse,

Erstes Kapitel,

Additionund Subtraktion der einfachen Ausdehnungen
erster Stufe oder der Strecken.

§ 13. Der rein wissenschaftliche Weg, die Ausdehnungslehre
zu behandeln, wiirde der sein, dass wir nach der Art, wie es in
der Einleitung versucht ist, von den Begriffen aus, welche dieser
Wissenschaft zu Grunde liegen, alles einzelne entwickelten. Allen
um den Leser nicht durch fortgesetzte Abstraktionen zu ermtiden,
und um ihn zugleich dadurch, dass wir dan Bekanntes ankniipfen,
in den Stand zu setzen, sich mit grisserer Freiheit und Selbst¥n-
digkeit zu bewegen, kntipfe ich iiberall bei der Ableitung newer
Begriffe an die Geometrie an, deren Basis unsere Wissenschaft
bildet. Indem ich aber bei der Ableitung der Wahrheiten, welche
den Inhalt dieser Wissensehaft bilden, jedesmal den abstrakten
Begriff zu Grunde lege, ohne mich dabei je auf irgend eine in der
Geometrie bewiesene Wahrheit zu sttitzen, so' erhalte ich demnoch
die Wissenschaft ihrem Inhalte nach ghinzlich rein und unabhiagig
von der Geometrie*). Um die Ausdehnungsgrisse zu gewinnen,

*) In der Einleitung (Nr. 16) habe ich gezeigt, wie bei der Darstellung
einer joden Wissenschaft und insbesondere der mathematischen, zwei Ent-
wiekelungsreiken in einander greifen, von denen die eine den Stoff liefert,
d. h. die ganze Reihe der Wahrheiten, welche den eigentlichen Inhalt der
‘Wissenschaft bildet, wkhrend die andere dem Leser die Herrschaft iiber den
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kntipfe ich daher an die Erzeugung der Linie an. Hier ist es ein
erzeugender Punkt, welcher verschiedene Lagen in stetiger Folge
annimmt ; und die Gesammtheit der Punkte, in welche der erzeu-
gende Punkt bei dieser Veriinderung tibergeht, bildet die Linie.
Die Punkte einer Linie erscheinen somit wesentlich als verschie-
dene, und werden auch als solche bezeichnet (mit verschiedenen
Buchstaben); wie aber dem Verschiedenen immer zugleich das
Gleiche (obwohl in einem untergeordneten Sinne) anhaftet, so er-
scheinen auch hier die verschiedenen Punkte als verschiedene Lagen
eines und desselben erzeugenden Punktes. Auf gleiche Weise nun
gelangen wir in unserer Wissenschaft zu der Ausdehnung, wenn wir
nur statt der dort eintretenden riumlichen Beziehungen hier die ent-
sprechenden begrifflichen setzen. Zuerst statt des Punktes, d. h.
des besonderen Ortes, setzen wir hier das Element, worunter wir das
Besondere schlechthin, aufgefasst als verschiedenes von anderem
Besonderen verstehen; und zwar legen wir dem Elemente in der
abstrakten Wissenschaft gar keinen andern Inhalt bei; es kann da-
her hier gar nicht davon die Rede sein, was fiir ein Besonderes dies
denn eigentlich sei — denn es ist eben das Besondere schlechthin,
ohne allen realen Inhalt —, oder in welcher Beziehung das eine von
dem andern verschieden sei — denn es ist eben schlechtweg als Ver-
schiedenes bestimmt, ohne.dass irgend ein realer Inhalt, in Bezug
auf welchen es verschieden sei, gesetzt wiire. Dieser Begriff des
Elements ist unserer Wissenschaft gemeinschaftlich mit der Kombi-
nationslehre, und daher auch die Bezeichnung der Elemente (durch
verschiedene Buchstaben) beiden gemeinschaftlich*). Die verschie-
denen Elemente konnen nun zugleich als verschiedene Zustiinde
desselben erzeugenden Elementes aufgefasst werden, und diese ab-
strakte Verschiedenheit der Zusténde ist es, welche der Ortsverschie-
denheit entspricht. Den Uebergang des erzeugenden Elementes aus

Stoff geben soll. Jene erste Entwickelungsreihe nun ist es, welche ich
glinzlich unabhlingig von der Geometrie erhalten habe, wihrend ich mir
bei der letzten meinem Zwecke gemiiss die grosste Freiheit gestattet habe.

¥) Die Differenz liegt nur in der Art, wie in beiden Wissenschaften
aus dem Elemente die Formen gewonnen werden, in der Kombinations-
lehre n#imlich durch blosses Verkniipfen also diskret, hier aber durch
stetiges Erzeugen.
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einem Zustande in einen andern nennea wir eine Aenderung desselben ;
und diese abstrakte .Aenderung des erzeugenden Elementes entsprieht
also der Ortsiinderung oder Bewegung des Punktes in der Geometrie.
Wie nun in der Geometrie durch die Fortbewegung eines Punktes
suniehst eine Linie entsteht, und erst, indem man das gewonnene
Gebilde aufs newe der Bewegung unterwitft, riumliche Gebilde
hherer Stafen entstehen kénnen, so emtsteht auch in unsrer Wissen-
schaft durch stetige Aenderung des erzeugenden Elementes zu-
niichst das Ausdehnungsgebilde erster Stufe. - Die Resultate der
bisherigen Entwickelung zusammenfassend, kinnen wir die Defini-
tion aufstellen :

»Unter einem Ansdehnmgsgehxldo erster Stufe verstehen wir
die Gesammtheit der Elemente, in die ein erzeugendes Element
hei stetiger Aenderamg ithergeht.“

und insbesondere nemnen wir das erzeugende Hlement in seinem
ersten Zustande das Avfangselemvent, in seinem letsten das Endele-
ment. Aus diesem Begriffe ergiebt sich sogleich, dass zu jedem
Ausdehnungsbilde ein emtgegengesetstes gehioit, welches diesel-
ben Elemente enthilt, aber in umgekehrter Entstehungsweise, so
dass also namentlich das Anfangselement des einen das Endelement
des andern wird. Qder, bestimmter ausgedrtickt, wenn durch eine
Aenderung aus & b wird, so ist die emtgegengesetzte die, durch
welche aus b a wird, und das einem Awusdehnungsgebilde ent-
gegengesetzte ist dasjenige, welches durch die entgegengesetsten
Aenderungen in umgekehrter Folge hervorgebt, worin zugleich liegt,
dass das Entgegengesetztsein ein wechselseitiges ist.

§ 14. Das Ausdehnungsgebilde wird nwr dann als ein ein-
faches erscheinen, wenn die Aenderungen, die das erzeugende
Element erleidet, stets einander gleich gesetst werden; so dass
also, wenn durch eine Aenderung aus einem Element a ein an-
deres b hervorgeht, welche beide jenem e¢infachen Awusdehnungs-
gebilde angehtren, dann durch eine gleiche Aenderung aus b ein
Element desselben Ausdehnungsgebildes ¢ erzeugt wird, und zwar
wird diese Gleichheit auch dann noch’ stattfinden miissen, wenn a
und b als stetig anemandergrinzende Elemente aufgefasst werden,
da diese Gleichheit durchweg bei der stetigen Erzeugung stattfinden

soll. 'Wir kénnen eine solche Aenderung, durch die ans einem Ele-
2
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ment einer stetigen Form ein nkichst angrinzendes erseagt wird,
eine Grundiinderung nenner, und werden dann sagen: ,das ein-
fache Ausdehnungsgebilde sei ¢in solches, das dureh stetige
Fortsetzung derselben Grundénderung hervorgeht.“ In demselben
Sinne nun, in welchem die Aenderungen einander gleich gesetat
werden, werden wir auch die dadwreh erzeugten Gebilde gleich
setzen kinnen, und in diesem Sione, dass niimlick das durch gleiche
Aenderungen auf dieselbe Weise erzeugte selbst gleich gesetzt werde,
nennen wir das einfache Ausdehnungsgebilde erster Stufe eine Aus-
dehnungsgrisse oder Ausdehnung erster Stufe oder eine
S8trecke®). Es wird also das einfache Ausdehnungsgebilde zur
Ausdehnungsgrisse, wenn wir von den Elementen, die das erste ent-
hilt, absehen, und nur die Art der Erzeugung festhalten; und
withrend zwei Ausdehnungsgebilde nur dann einander gleich gesetazt
werden kémen, wenn sie dieselben Elemento enthalten,, so zwei
.Ausdehnungsgrijssen sehon dann, wenn sie, aueh ohne dieselben Ele-
mente zu enthalten, auf gleiche Weise (d. h. durch dieselben Aende-
rungen) erzeagt sind. Die Gessmmtheit endlich aller Strecken,
welche durch Fortsetsung derselben und der entgegengesetaten
Grundiinderung erzeugbar sind, nennen wir ein 8ystem™**) (oder
ein Gebiet) erster Stufe, Die demselben System erster Stufe
- angehtrigen Strecken werden also alle durch Fortsetzung entwedar
derselben Grundinderung oder entgegengesetzter Grundénderungen
erzeugt.
Ehe wir zur Verkntipfung der Strecken tibergehen, wollen wir
-die im vorigen § aufgestellten Begriffe darch Anwendung auf die Geo-
metrie veranschaulicken. Die Gleichheit der Aenderungsweise wird
hier durch Gleichheit der Richtung vertreten ; als System erster Stufe
stellt sich daher hier die unendliche gerade Linie dar, als einfache
Ausdehnung erster Stufe die begriinzte gerade Linie. Was dort gleich-
artig genannt wurde, erscheint hier als parallel, und der Parallelis-
mus bietet gleichfalls seine swei Seiten dar, als Parallelismus in dem-

*) Die abstrakte Bedeutung dieser urspriinglich konkreten Benennung
bedarf wohl keiner Rechtfertigung, da die Namen des Abstrakten urspriing-
lich alle konkrete Bedeutung haben.

*¥) Ich ziehe jetst den Ausdruck ,Gebiet* dem Ausdruck ,System,
welcher vielfach in anderem Sinne gebriiuchlich ist, vor. (1871.)
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gselben und in entgegengesetstem Simne®). Den Namen der Strecke
konnen wir in entsprechendem Binne fir die Geometrie festhalten,
und also unter gleichen Strecken hier solche begrinste Linien ver-
stehen, welche gleiche Richtung und Liinge hahen.

§ 16. Wenn die stetige Erseugung der Strecke mitten in ihrem
Gange unterbrochen gedacht wird, wm dann hernach wieder fortge-
setzt zu werden, so erscheint die ganze Strecke als Verkniipfamg
zweier Strecken, welche sich stetig aneinanderschliessen, und von
denen die eine als Fortsetzung der andern erscheint. Die beiden
Strecken, welche die Glieder dieser Verkntipfung bilden, sind in dem-
selben Sinne erseugt (§ 8), und das Ergebniss der Verkntipfang ist
die Strecke vom Anfangselemente der ersten sum Endelemente der
letzten, wenn beide stetig an einander gelegt, d. h. so dargestelltsind,
dass das Endelement der ersten zugleich das Anfangselement fir die
zweite ist. Bezeichnen wir vorliufig die Strecke vom Anfangsele-
ment « (vergl. Fig. 2) rum Endelement £ mit {af], und sind [ef]
und [Ay] in demselben Sinne erzeugt, so ist also [ay] das Ergebniss
der oben angezeigten Verkntipfung, wenn [@f] und [#y] die Glieder
sind **). Wir haben schon oben (§ 8) nachgewiesen, dass diese Ver-
kniipfang, da sie die Vereinigung der in gleichem Sinne erseugten
Grossen darstellt, als Addition, ihre entsprechende analytische als

*) Diese Unterscheidung ist fiir die Geometrie so wichtig, dass es
nicht wenig zar Vereinfachung der geometrischen Siitze und Beweise bei-
tragen wiirde, wenn man diesen Unterschied durch einfache Benennungen
fixirte, wozu ich etwa die Ausdriicke ,gleichliufig und ,gegenliéufig vor-
schlagen mdchte.

##) Diese Beseichnung der Strecke ist nur eine vorliufige, die wahre
Besgeichnung derselben durch ihre Gréinzelemente kann erst verstanden wer-
den, wenn wir die Verkniipfung der Elemente werden kennen gelernt haben
(siehe den zweiten Abschnitt § 99).

Die Bezeichnung [«f] ist in der Ausdehnungslehre von 1862 fiir das
Produkt der beiden Elemente « und g gewi#hlt, welches, wenn ¢ und g
Punkte sind, den Linientheil zwischen « und g darstellt, wovon sich die
Strecke dadurch unterscheidet, dass in dieser nur Linge und Richtung, in
jenem aber zugleich die Lage der unendlichen geraden Linie festgehalten
wird, welcher der Linientheil angehdrt. Es ist also hier um so mehr daran
festzuhalten, dass die Bezeichnung der Strecke durch [ef] nur ein vorliu-
figer Nothbehelf ist, die sachgemiisse Bezeichnung g-o¢ konnte nach dem

- Prinzip der Darstellung erst in § 99 gegeben werden. (1877.)
O P
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Subtraktion sufgefasst werden mtisse, und daher alle Geesetze dieser
Verkntipfungsarten fiir sie gelten. Wir haben hier nur noch die eigen-
thiimliche Bedeutung nachzuweisen, welche die negative Grésse auf
unserm Gebiete gewinnt. Niimlich um zuerst die Bedeutung der Sub-
traktion uns anschaulicher zu machen, so ktnnen wir daraus, dass
[@B8) + [By] =[ery] ist, sobald [@f] und [#y] in gleichem Sinne er-
seugt sind, den Schluss siehen, dass eben so allgemein {af] = [ay]
— [By] ist (vergl. Fig. 2), d. h. also, wenn wir uns der in der Sub-
traktion tiblichen Benennungen bedienen, ,der Rest ist, wenn man
Minuend und Subtrahend mit ihren Endelementen aufeinander legt,
die Strecke vom Anfangselement des Minuend zu dem des Subtrahend.“
Setzt man in der letzten Formel o und £ identisch, so erhilt man
[oa] =[ay] —[a7]
d. h. gleich Null. Ferner ist vermbtge des Begriffs des Negativen *)
(—[@f]) =0 — [af] = [BB] — [af] =[Be] -
d. h. die Strecke [#«], welche einer andern [af] ihrem Begriff nach
(§ 13) entgegengesetst ist, erscheint auch in ihrer Beziehung zur
Addition und Subtraktion als die entgegengesetzte Grosse zu jener.
Da nun endlich a - (—b)==a—b ist, so hat man, wenn ay und
- yf im entgegengesetzten Sinne erzeugt sind
(@] + (78] = [e1] + (—[B7]) =[ev] — [B] =[f]
~ d. h. auch wenn die beiden Strecken im entgegengesetzten Sinne
erzeugt sind, ist ihre Summe die Strecke vom Anfangselement der
ersten zum Endelement der zweiten an sie stetig angelegten. TUnd
wir konnen also, dies Resultat mit dem obigen zusammenfassend,
sagen : '
»Wenn man zwei gleichartige Strecken stetig, d. h. so verkniipft,
dass das Endelement der ersten Anfangselement der zweiten
wird, so ist die Strecke vom Anfangselement der ersten zum
Endelement der letzten die Summe beider ;“
qund indem sie so als Summe bezeichnet ist, so soll darin ausgedrtickt
liegen, dass alle Gesetze der Addition und Subtraktion fiir diese Ver-
kniipfungsweise gelten. Noch will ich hieran eine Folgerung schlisssen,
die fir die Weiterentwickelung fruchtreich ist, n#mlich dass, wenn
die Grinzelemente einer Strecke in demselben System sich beide um

*) Vergleiche hier iiberall § 7.
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eine gleiche Strecke #ndern, dann die zwischen den neuen Griinzele-
menten liegende Streeke der ersteren gleich ist. In der That, es sei
[f] die ursprtingliche Strecke (vergl. Fig. 3) und [ad]==[8F], so0
ist zu zeigen, dass, wenn alle genannten Elemente demselben System
angehoren, [¢f]==[af] sei. Es ist aber [¢f]=[da] - [af] 4-
[88], nach der Definition der Summe, und da {da] == — [@d] e —
[8F] ist, so hebt sich [de] und [#8] bei der Addition, und es ist
wirklich [@f] = [af].

§ 16, Nehme ich nun, um zu den Verkntipfungen verschieden-
artiger Strecken zu gelangen, zun#chst zwei verschiedenartige Grund-
#inderungen an, und lasse ein Element die erste Grundinderang (oder
deren entgegengesetzte) beliebig fortsetzen und dann dasso gelinderte
Element. in der sweiten Aenderungsweise gleichfalls beliebig fort-
schreiten, so werde ich dadurch aus einem Element eine unendliche
Menge neuer Elemente erzeugen kénnen, und die Gesammtheit der
80 erzeugbaren Elemente nenne ich ein System zweiter Stufe.
Nehme ich dann ferner eine dritte Grundinderung an, welche von
jenem Anfangselemente aus nicht wieder zu einem Elemente dieses
Systems zweiter Stufe fithrt, und welche ich deshalb als von jenen
beiden ersten unabh#ngig bezeichne, und lasse ein beliebiges Ele-
ment jenes Systems zweiter Btufe, diese dritte Aenderung (oder deren
entgegensetste) beliebig fortsetzen, so wird die Gesammtheit der so
erzeugbaren Elemente ein System dritter Stufe bilden ; und da dieser
Erzeugungsweise dem Begriffe nach keine Schranke gesetzt ist, so
werde ich auf diese Weise zu Systemen beliebig hoher Stufen fort-
schreiten konnen. Hierbei ist es wichtig festzuhalten, dass alle auf
diese Weise erzeugten Elemente, nicht als anderweitiz schon ge-
gebene *) aufgefasst werden diirfen, sondern als urspriinglich erzeugt,
und dass sie daher alle, sofern sie urspriinglich durch verschiedene
Aenderungen erzeugt sind, auch ihrem Begriffe nach als verschiedene
erscheinen. Dagegen ist wiederum klar, dass, nachdem die Elemente
einmal erzeugt sind, sie von da ab als gegebene erscheinen, und tiber
ihre Verschiedenheit oder Identitiit nicht anders entschieden werden
kann, als wenn man auf die urspriingliche Erzeugung zuriickgeht.

*) Wie etwa in der Raumlehre alle Punkte schon durch den vorausge-
setzten Raum urspriinglich gegeben sind.
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Ehe ich nun zu unserer Aufgabe, nimlich zur Verkniipfung der
verschiedenen Aenderungsweisen, itbergehe, will ich der Anschauung
durch geometrische Betrachtungen zu Hiilfe kommen. Es ist n&m-
lich klar, dass das System zweiter Stufe der Ebene entspricht, und
die Ebene dadurch erzeugt gedacht wird, dass alle Punkte einer ge-
raden Linie nach einer neuen in ihr nicht enthaltenen Richtung (oder
nach der entgpgengesetzten) sich fortbewegen, wobei dann eben die
Gesammtheit der so erzeugbaren Punkte die unendliche Ebene bildet.
Es erscheint somit die Ebene als eine Gesammtheit von Parallelen,
welche alle eine gegebene Gerade durchschneiden ; und es ist ersicht-
Lich, dass, da diese Parallelen sich nicht schneiden, und auch die ur-
spriingliche Gerade nicht noch ein zweitesmal treffen, alle auf jene
‘Weise erzeugten Punkte von einander verschieden sind und somit die
Analogie eine vollstiindige ist. Ebenso gelangt man zu dem ganzen
unendlichen Raume, als dem Systeme dritter Stufe, wenn man die
Punkte der Ebene nach einer neuen, nicht in der Ebene liegenden
Richtung (oder der entgegengesetzten) fortbewegt; und weiter kann
die Geometrie nicht fortschreiten, wihrend die abstrakte Wissen-
schaft keine Grinze kennt.

§ 17. Lasse ich nun, um zu unserer Aufgabe zuriickzukehren,
ein Element sich zuerst um eine Btrecke a ¥ndern, und dann das
so gelinderte Element um die Strecke b, so ist das Gesammtresul-
tat beider Aenderungen zugleich als Resultat Einer Aenderung
aufzufassen, welche die Verkniipfung jener beiden ersten ist, und
welche, wenn beide Strecken gleichartig waren, als deren Summe
erschien (§ 15). Hier ktnnen wir diese Verkntipfungsweise vor-
liufig mit dem allgemeinen Verkntipfungszeichen ~ bezeichnen.
Aus diesem Begriffe geht sogleich, da der Act des Zusammenfassens
den Zustand des Elementes nicht #ndert, das Gesetz hervor, dass

(a~b)~c=an(b~c)
ist. Hingegen um auch zur Vertauschbarkeit der Glieder zm ge-
langen, ist noch eine Lticke in der Begriffshestimmung auszufiillen.
Betrachten wir niémlich die Erzeugungsweise eines Systems héherer
(m-ter) Stufe, wie wir solche im vorigen § dargestellt haben, so
war dort eine bestimmte Reihenfolge der m Aenderungsweisen,
durch die jenes System erzeugt wurde, angenommen, und die Ele-

mente des Systems wurden erzeugt, wenn das Anfangselement die
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verschiedenen Aenderungsweisen in der bestimmten Reihenfolge
fortschreitend einging, so dass jedes Element, welches durch eine
Reihe von Aenderungen entstanden war, nur entweder seine letzte
Aenderung fortsetzte, oder eine der folgenden Aenderungsweisen,
aber keine der fritheren annahm. Sind daher a und b zwei Strecken,
von denen a einer fritheren, b einer spiteren von den Aenderungs-
weisen angehort, so wird ein Element bei der Erzeugung des Systems
swar an die Aenderung a die Aenderung b anschliessen kinnen, aber
nicht umgekehrt; d. h. es wird dabei die Verkniipfung a~b vor-
kommen, aber nicht die b~a. Aberobgleich die letztere Verknitpfung
durch die Erzeugung des Systems nicht ihrem Begriffe nach be-
stimmt werden kann, so muss sie doch an sich mdoglich sein. Somit
zeigt sich hier die besprochene Liicke. Um dieselbe niher zu tber-
sehen sei [@f]*) gleich a, [8f]=[ad]==b, so ist. die Aenderung
[«f] gleich a~b; es ist aber [@] auch gleich [ed]~[¢f], d. h.
gleich b~[¢#]. Sollten also die Glieder vertauschbar, d. h. a~b==
b~a sein, so miisste [¢¢3] ==[af] sein. Hieriiber lisst sich nun aus
dem Bisherigen nichts entscheiden; denn alles, was wir tiber das
System und dessen Elemente aussagen ktnnen, muss; da das ganze
System auf keine andere Weise, als nur durch seine Erzeugung ge-
geben ist, aus dieser Erzeugungsweise hervorgehen. Da nun aber
in dieser nichts von einer solchen Aenderung &8 vorkommt, so sind
wir befugt und gedrungen, eine neue Begriffsbestimmung iiber solche
Aenderungen zu geben, und die Analogie mit dem Friheren fithrt
uns nothwendig dazu, in dem Umfange, in welchem wir zu einer
neuen Begriffsbestimmung befugt sind, ¢ und af gleich zu setzen.
Diese Gleichsetzung vollziehen wir aber erst auf bestimmte Weise,
wenn wir den Umfang jener Befugniss ausgemittelt haben. Zu dem
Ende betrachten wir 2 gleiche Strecken: :

(28] =[yd] =a
deren Griinzelemente einer der spiteren Aenderungen b, aber alle
derselben unterworfen werden und dadurch in &, £, y', d tiber--
gehen, so dass

(@] = [8f]) == [ry] =[dd] =]

*) Zur Erliuterung kann Fig. 4 dienen.
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ist. Da nun [@a] ==[y’y] == (—D) ist, so hat man fir die Aende-
rungen [¢f'] und [y'd’] die Gleichungen :
[¢4') == [dier]~ [ef] - [f] == (—D) ~a~b
[Yd] ={r7]~ [16] ~ [0] == (— D) ~a~D;

also sind beide Aenderungen einander gleich. Also wenn zwei Ele-
mentenpaaren durch gleiche Aenderung auseinander erzeugbar sind,
und man unterwirft alle vier Elemente einer neuen, aber alle derselben
Aenderung, so werden auch die daraus hervorgehenden Elementen-
paare durch gleiche Aenderungen auseinander erzeugbar sein. Da
nun dies Gesetz auch noch bestehen bleibt, wenn [@f] eine Grund-
#nderung darstellt, so folgt hieraus nicht nur, dass eine Strecke, wenn
sich ihre Elemente alle um gleich viel #ndern, wieder eine Strecke
bleibt, sondern auch.dass, wenn nur fiir die Grundénderung gezeigt
ist, dass sie bei jener Fortschreitung der Strecke gleich bleibt,
dasselbe dann auch fiir die ganze Strecke gilt. Damit ist der Umfang
der oben angedeuteten Befugniss gegeben, und wir setzen daher fest,
dass, wenn in einem Systeme m-ter Stufe eine Strecke, welche einer
der friitheren von den m Aenderungsweisen, die das System bestimmen,
angehort, einer der spiteren Aenderungsweisen unterworfen wird,
und zwar alle Elemente derselben Aenderungsweise, dann die ent-
sprechenden Grundiénderungen in der wurspriinglichen und der
durch jene Aenderung entstandenen Strecke einander gleich genannt
werden sollen, hingegen ungleich, wenn die Elemente verschiedenen
Aenderungen unterworfen sind*). Daraus folgt dann, vermoge des
vorhergehenden Satzes, dass diese Gleichheit (und Ungleichheit)
unter denselben Umstiinden auch fiir die Strecken selbst fortbesteht ;
und wir gelangen also zu dem Satze: Wenn man eine Strecke, welche
einer der m wurspriinglichen Aenderungsweisen des Systems ange-
hort, Aenderungen unterwirft, welche gleichfalls jenen Aenderungs-
weisen angehdren, und zwar alle Elemente denselben Aenderungen, so
ist die durch jene Aenderung entstandene Strecke der urspriinglichen

*) Die Deduktion, durch die wir zu dieser Definition der gleichen
Aenderung iiberleiteten, gehdrt derjemigen Entwickelungsreihe (Einleit.
Nr. 16) an, die die Uebersicht geben soll. Fiir die rein mathematische Ent-
wickelungsreihe erscheint dieselbe, wie fiberhaupt jede Definition, als rein
willkiihrlich.
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gleich. Dass wir néimlich hier auch-den Untersehied zwischen fritheren
und spiiteren Aenderungsweisen fallen lassen kimmen, ergiebt sich
leicht aus der Gegenseitigkeit der Beziehung; denn wenn vorausge-
setzt wird, dass [@f] gleich oder ungleich [@'#] ist, je nachdem {ac’]
gleich [8F] ist oder nicht, so sind auch umgekehrt die letzterea
Ausdrticke gleich oder ungleich, je nachdem die ersteren es sind,
wie sogleich durch die Methode des indirecten Schlusses sich er
giebt. Wenn also die durch eine frithere Aenderung erzeugte Strecke
einer spiiteren Aenderung unterworfen, sich gleich bleibt, so bleibt
auch die durch eine spiitere erzeugte der fritheren unterworfen,
sich gleich; wnd daraus folgt der Satz in der oben gegebenen
Fassung. Nun hatten wir schon oben gezeigt, dass unter Voraus-
setzung dieses Satzes a~ba=Db~a sei; und wir haben somit fir die m
Aenderungsweisen, die das System bestimmen , allgemein die Gesetae
(a~b)re==a~(b~ec), und
a~rb==b~a;
also ist diese Verknilpfung eine einfache ; aber auch die entsprechende
analytische Verkniipfung eine eindeutige; denn wenn ich das-eine
Glied der synthetischen Verknilpfung, etwa das erste, unverindert
lasse, das andere aber veriindere, indem ich das Endelement des
zweiten Gliedes entwedex einer anderen Aenderungsweise unterwerfe,
oder es in derselben Aenderungsweise vor oder surtickschreiten
lasse, so verlindert sich das zuletzt resultirende Element, welehes
zugleich das Endelement fiir das Ergebniss der Verkntipfung ist,
also vertindert sich dies Ergebniss; und hieraus folgt dann nach der
bekannten Schlussweise (vergl. § 6) die Eindeutigkeit der analy-
tischen Verkntipfung. Daraus ergiebt sich nach § 6, dass die
angezeigten Verkntipfungen als Addition wnd Subtraktion zu* be-
zeichnen sind, und alle Gesetze der Addition und Subtraktion fur
sie gelten. Da nun endlich dieselben Verkntipfungagesetze, welche
fiir die m urspriinglichen Aenderungsarten gelten, auch nach den
Gesetzen der Addition und Subtraktion fir deren Verkniipfangen
bestehen bleiben, so ktnnen wir die Resultate der bisherigen Ente
wickelung in dem folgenden hdchst einfachen Satre zusammen-
fassen: , Wenn [af] und [fy] beliebige Aenderungen darstellen,
so ist [@y]==[af] + [fy]. Indem wir ndimlich diese Verkniipfung
als Addition bezeichnen, so sagen wir damit die Geltnng aller
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Additions- und Subtraktionsgesetwe, wie wir sie in § 87 darge-
stellt haben, aus®).

§ 18. In der Entwickelung des letzten § hatten wir die durch
Verkntipfung hervorgehenden Aenderangen nur betrachtet in Bezug
auf ihr Anfangs- und End-Element, ohne die Strecke zu betrachten,
welche beide verbindet; vielmehr traten als Strecken nur diejenigen
hervor, welche den ursprtinglichen Aenderungsarten des Systems an-
gehtren. Um nun das Fehlende zu ergéinzen, haben wir zu zeigen,
auf welehe Weise durch 2 Elemente in einem héheren 8ysteme die
stmmtlichen ibrigen Elemente bestimmt sind, welche mit diesen
beiden in Einem Systeme erster Stufe liegen. Zu dem Ende haben
wir nur auf den Begriff des Systemes erster Stufe zurtickzugehen,
dass es niimlich durch Fortsetzung einer sich selbst gleich bleibenden
Aenderung erzeugt sei. Entsteht nun dadurch, dass ein Element nach
der Reihe und fortschreitend den Aenderungena, b, c... unterworfen
wird, welche den ursprtinglichen Aenderungsweisen angehtren, aus
einem Elemente « zuletet ein anderes #**), so wird nach dem Begriffe
des Systemes erster Stufe, anch dasjenige Element demselben S8ysteme
erster Stufe angehiren mtissen, welches aus # durch dieselben Aen-
derungen a, b, c... hervorgeht und so fort; ja auch riickwhrts wird
man von a aus durch die entgegengesetzten Aenderungen fortschreiten
konnen und immer noeh zu Elementen gelangen, die- demselben
System erster Stufe angehtren, aber naeh der negativen Seite hin
liegen, wenn die erstere als die positive gefasst wird. Es entstehen
also die Elemente der positiven Seite aus dem Element & dadurch,
dass dies wiederholt und fortschreitend derselben Reihe der Aenderun-
gen a, b, c... unterworfen wird. Da wir nun, wie im vorigen § be-
wiedbn warde, die fortschreitenden Aenderungen beliebig vertanschen
und susammenfassen kbnnen, so knnen wir auch hier die gleichen
Aenderungen zusammenordnen und zusammenfassen, und gelangen so

*) Ich kann es nicht dringend genug anempfehlen, dass man die Ent-
wickelung {iberall, und namentlich die hier gefiihrte, welche zu den schwie-
rigsten in unserer Wissenschaft gehirt, durch die emtsprechenden geome-
trischen Konstructionen sich veranschauliche., Um den Gang der Entwicke-
lung nicht zu unterbrechen, habe ich diese Uebertragung auf die Geometrie
hier nicht vornehmen mégen ; tiberdies liegt sie iiberall auf der Hand (s. Fig. 5).

**) Vergleiche Fig. 17, wo es fiir zwei Aenderungen a, b bildlich dar-
gestellt ist.
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au einer neuen Konstruktion jener Elementenrcihe, die wir jetzt an-
schaulicher darlegen wollen. Wenn man n#imlich das Element «
einzeln den Aenderungen a, b, c... unterwirfs, so entstechen m
Elemente, die wir einander entsprechend setzen kdnnen; wenn man
jedes von diesen wieder derselben Aenderung unterwirft, die es vor-
her erfuhr, so erbitlt man m neue einander entsprechende Elemente,
und so fort; betrachten wir nun die entsprechender Elemente einer
jeden solchen Gruppe von m Elementen als Endelemente von m
Strecken, welche alle @ zam Anfangselemente haben, und welche wir
gleichfalls einander emtsprechend setszen, so erhmlten wir dieselben
Elemente, die wir vorher gewannen, wenn wir @ um dle entsprechen-
den Strecken einer jeden Gruppe fortschreitend #ndern, und es ent-
spricht auf diese Weise jeder solchen Gruppe von einander entspre-
chenden Elementen in dem neuen System erster Stufe ein Element,
welches durch eine Aenderung hervorgeht, die die Summe ist aus
den durch jeme Strecken dargestellten Aenderungen. 8ind nun bei
den angegebenen Konstruktionen die Aenderungen a, b, ¢... Grund-
sinderungen, welche also unmittelbar von einem Elemente zum an-
grinzenden tiberfithren, so erhilt man auch (wenn man dasselbe
Verfahren zugleich nach der negativen Beite hin anwendet) das
ganze System erster Stufe vollstindig. Es ist nun zu zeigen, dass
man auf diese Weise durch zwei Elemente des htheren Systems
allemal ein System erster Stufe legen kann, aber auch jedesmal
nur eins. Es seien die beiden Elemente des Systems « und- 2, 80
" ist schon bei der Erzeugungsweise des System gezeigt, dass @ aus
« immer durch die m Aenderungsweisen des Systems und swar bei
‘gegebener Folge nur auf Eine Art erzeugbar ist; es seien a, b, ¢...
diese Aenderangen; es kommt nun zundichst darauf an, zu zeigen,
dass man fir diese Strecken stets solche einander entsprechende

Grund#nderungen annehmen kanm, dass a, b, c... entsprechende .

Strecken werden, und also nach der so eben angegebenen Kon-
struktion § ein Element des durch diese emtsprechendem Grund-
dnderungen erzeugten Systems erster Stufe wird. Betrachte ich
zuerst zwei Strecken a und b, deren jede durch Fortsetzung der-
selben Grundinderung entstanden fst, so ktnnen suerst, da die
Grundinderungen nach dem Begriff des Stetigen keine an sich
fixirte Grosse haben, beliebige Grundinderungen in beiden als
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entsprechende angenommen werden. Lisst man nun, withrend die
eine Grundinderung und die dadurch erzeugte Strecke a dieselbe
bleibt, die andere Grundénderung wachsen oder abnehmen, so
wird auch die dadurch erzeugte und der Strecke a entsprechende:
Strecke b wachsen oder abnehmen, und zwar wemn die Grund-
#nderung stetig wiichst oder abnimmt, so wird auch die Strecke b
stetig wachsen oder abnehmen, wie dies unmittelbar im Begriff des
Stetigen liegt, somit wird, wenn die Grundiinderung fitr b beliebig
angenommen werden kann, auch die der Strecke a entsprechende
b jede gegebeme Giriisse annehmen komnen; und dasselbe gilt von
jeder andern Strecke c u. s. w., 80 dass also in der That auch fur
die oben angegebenen Strecken a, b, c... solche Grundiinderungen
angenommen werden konnen, dass jene Strecken ale entsprechende
erscheinen, und also das Element § als ein Element des durch
diese Grundinderungen erzeugten Systemes erster Stufe dargestellt
ist. Dass nun auch durch @ und @ nur Ein System erster Stufe
gelegt werden kann, liegt schon in dem obigen Beweise. Ein anderes
System erster Stufe kinnte niéimlich nur entstehen, wenn die der
Grundiinderung in a entsprechendlen Grundinderungen der andern
Strecken b, c...anders angenommen wtirden, allein dann wiirden
auch die der Strecke a entsprechenden andern Strecken, wie wir
vorher zeigten, anders ausfallen, also wtirde auch nicht mehr von &
sus das Element @ ersengt werden. Nachdem wir nun gezeigt
haben, wie in der That durch je zwei Elemente ein, aber auch nur
Ein System erster Stufe gelegt werden kann, so ist nun der im An-
fange dieses § angedeutete Mangel aufgehoben, indem jetzt fir die
Strecke, die als Summe zweier Strecken erscheinen soll, nicht mehr
blos Anfangs- und Endelement bestimmt ist, sondern die ganze
Strecke in allen ihren Elementen. Der Begriff der Summe ist daher
nicht nur fiir die. Aenderungen, sondern auch fiir die Strecken selbst
bestimmt ; sind ndmlich {«g], [Ay], [@y] die nach dem so eben ent-
wickelten Princip erzeugten Streckem, so hat man noch immer all-

gemein
[er]=[ef] +- [fr] 4. b.
»Wenn man zwei oder mehrere Strecken stetig aneinander an-
schliesst, so ist die Strecke vom Anfangselement der ersten
gum Endelement der letsten die Summe derselben.“
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Wenden wir auf den Begriff der Abh#ngigkeit, wie wir ihn in § 16
darstellten, diesen Begriff der Summe an, so ergiebt sich, dass eine
Aenderungsweise von andern abhéingig sei, wenn sich die der ersteren
angehtrigen Strecken als Summen von Strecken darstellen lassen,
welche den leizteren angehdren, hingegen wenn dies nicht mbglich
ist, sie von ihnen unabhiingig sei.

§ 19. Wir haben bisher den Begriff der Summe der Strecken
abhiingig gemacht von der besonderen Erzeugungsweise des ganzen
Systems, indem, wenn Anfangs- und Endelement der Summe durch
stetiges Aneinanderschliessen der Strecken gegeben war, nun die
awischen beiden liegende Strecke, als Theil eines Systems erster
Stufe, dureh die m wurspritnglichen Aenderungsweisen des ganzen
Systemes konstruirt wurde. Diese Abhiingigkeit haben wir noch
schliesslich aufzuheben. Wir haben schon oben (§ 18) gezeigt,
dass, wenn mehrere Strecken auf entsprechende Weise erseugt sind,
dann nicht nur jedem Element und jedem Theil der einen ein
Element und ein Theil in jeder der andern enmtspricht, sondern
auch die Summe auf dieselbe Weise entsprechend erzeugt ist,
ntimlich so, dass die Summe der entsprechenden Theile jedesmal
diesen Theilen entspricht. Hat man nun zwei beliebige Strecken
des Systemes, n#mlich p; und py, und es sind beide als Summen ven
Strecken dargestellt, welche den urspriinglichen Aenderungsarten des
ganzen Systemes angehdren, nimlich

Po==sy 4 By ...
Pﬂ=at+b!+""
80 dass man hat
P + pa=(ay - a3) 4 (by 4 by)..,,

und sind ferner &y, a3, 34, A3 . .. .entsprechende Theile der Strecken
84, 8, b19 b!'“-r also auch (al +al)7 (ﬂi +pi)°°° in demsel-
ben Sinne entsprechende Theile von (a; - ag), (by = by), so wird
nach dem vorigen § jeder Theil der Summe (p;, 4~ p;), als Summe
der entsprechenden Theile gewonnen, d. h. also ein solcher ist jedes-
mal gleich
(@ + o) + By 4 Ba) +- .-+
dh=(oy+fy +..) (@t Ao o)

wo das erste Glied einen Theil von p,, das zweite den entsprechen-
den von py darstellt. Also wird jedes Element der Summe (p; -+ pg)
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dadurch erzeagt, dass man das Anfangselement derselben um jeden
beliebigen Theil von p; und damm um den entsprechenden von p,g
#ndert. Somit ktnnen wir das allgemeine Resultat aufstellen:
»Wenn zwei Strecken gegeben sind, und man #ndert -ein beliebiges
Element um einen Theil der ersten, wnd daun (fortschreitend) um
den entsprechenden Theil der zweiten, so bildet die Gesammtheit
der so erseugbaren Elemente dip Summe jemer beiden Strecken.“
Neachdem wir nun den Begriff der Summe der Strecken in seiner
Allgemeinheit und Unabhingigkeit aufgestellt haben, wollen wir
noch einen Satz, den wir frither in specieller Form erwiesen hatten,
jetzt in allgemeinerer Form daxstellen, nimlich

sWenn alle Elemente einer Strecke sich um gleieh viel in-

demm, so bleibt die so hervorgehende Strecke der ersterem

gleich.“
Dass dadurch wieder eine Strecke entsteht, ist schon in § 18 gezeigt,
dass sie der ersteren gleich sei, folgt dureh dieselben Formeln wie
in § 15 am Schlusse. Niémlich ist [«f] die urspriingliche Strecke,
und [@a’] == [84], o ist
(@8] = [a'a] + [af] + (6] = [af],
da sich nkmlich ¢’ und #F als entgegengesetzte Grossen bei der
. Addition aufheben.

§ 20. Dureh die im vorigen § geftihrte Entwickelung ist die
selbstindige Darstellung der Systeme hoherer Stufen vorbereitet.
Niimlich es waren diese bisher als abhéingig von gewissen zu Grunde
gelegten Aenderungsweisen dargestellt, durch welche sie eben er-
zeugt wurden. Diese Abhiingigkeit ktnnen wir in so fern aufheben,
als wir zeigen komnen, dass dasselbe System m-ter Stufe durch je
m Aenderungsweisen erzeugbar sei, welche demselben angehoren,
und welche von einander unabhiingig sind (in dem Sinne von § 16),
d. h. yon keinem System niederer Stufe (als der 'm-ten) umfasst
werden. Ich will zmerst zeigem, dass, wenn das System durch
irgend welche m Aenderungsweisen erzeugbar ist, ich dann statt
jeder beliebigen derselben eine neue von den (m-—1) iibrigen un-
abhiingige demselben System m-ter Stufe angehorige Aenderungs-
weise (p) einfyhren, und durch diese in Verbindung mit den (m — 1)
tibrigen das gegebene Bystem erseugen kann. Da naeh der Ver-
aussetzung p dem gegebenen Systeme m-ter Stufe angehtrt, so
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wird es sich (§ 18) darstellen lassen als Summe von Strecken, die
den urspriinglichen Aenderungsweisen angehtren, d. h.
p=a—-+b-ec-4..
gesetst werden kinnen, wenn 4, b, ¢, . . . den urspriinglichen Aen-
derungsweisen angehtren. Wenn nun a die Aenderungsweise dar-
stellt, fir welche p eingeftihrt werden soll, so mnss p von den
tibrigen b, ¢, . ..., wie wir voraussetzten, unabhingig sein, d. h. a
darf nicht gleich null sein, wihrend hingegen von dem iibrigen
Stticken jedes null sein darf. Ich habe nun zu zeigen, dass jedes
Element des durch p, b, ¢, .... erzeugten Systemes auch dem
durch a, b, ¢ . . . . erzeugten angehire und umgekebrt, sobald beide
von demselben Anfangselemente aus erzeugt sind. Das erste ist
unmittelbar klar, da p dem durch a, b, c erzeugten Systeme an-
- gehtrt, das- zweite bedarf eines auwsfihrlicheren Beweises. Ein
jedes Element des durch a, b, c¢.... von irgend einem Anfangs-
element aus erzeugten Systemes ka.nn durch eine Aendernng
q==8 —+bytcy ..
wo ay, by, ¢g ... mita, b,ec,.. bonehhch gleichartig sind, aus
dem Anfangselemente erzeugt werden. Um nun hierin statt a; die
Grtsse p oder eime ihr gleichartige einfuhren zu kiénnen, nehme
man fiir den Augenblick die Grissen p, &, b, ¢ . . . . als entsprechende
an, und in demselben Sinne migen p,, 8y, by, ¢ . . . . einander ent-
sprechen, so wird, da
p=a-t+b-4c+4....
ist, auch nach § 18 dieselbe Gleichung fiir die entsprechenden Strecken

gelten, also
CPr=ay by e . .
sein, somit auch '
S ==py—Bby—oy—..
Und dies statt &, substituirt, hat man
q=py = (by —by) 4 (es —ey) 4. .
d. h. das fragliche Element ist aus dem Anﬁngselement durch
Aenderungen, die mit p, b, ¢ . . . gleichartig sind, erseugbar, d. h.
gebtrt dem durch p, b, c, ... aus demsalben Anfangselement er
zeugten Systeme an. Es ist aleo die Identithit beider Systeme be-
wiesen, und gezeigt, dass man statt jeder beliebigen der m das
System urspriinglich erzeugenden Aenderungsweisen, jede beliebige
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neue einfithren kann, sobald sie nur dem gegebenen Systeme an-
gehtrt, und von den tibrigen (beibehaltemen) unabhlingig ist. Und
da man dies Verfahren fortsetzen kann, so folgt, dass man dasselbe
System durch je m unabhingige Aenderungsweisen desselben er-
seugen kann oder

nJede Strecke eines Systems m-ter Stufe kann als Summe von

m Strecken, welche m gegebenen unabhiingigen Aenderungs-

weisen des Systems angehtren, dargestellt werden, aber auch

jedesmal nur auf eine Art.®
Es ist somit deas System unabhiingig gemacht von der Auswahl der
m unabhlingigen Aenderungsweisen, wir haben es noch vom An-
fangselemente unabhiingig zu machen. Es sei das urspriinglich an-
genommene Anfangselement &, man maehe statt dessen ein anderes
Element des Systems @ zum Anfangselement. Ist nun y irgend ein
drittes Element, so hat man

[8y] = (8] + [o7]
Sind nun [f«] und [@y] durch die angenommenen Aenderungswelsen
darstellbar, so wird es aueh [fy] als ihre SBumme sein, d. h. jedes
Element, was durch die angenommenen Aenderungsweisen aus & er-
geugbar ist, ist auch durch dieselben aus jedem andern Elemente er-
seugbar; also:
nJedes System m-ter Stufe kann erzeugt gedacht werden

durch je m unabhiingige Aenderungsweisen desselben aus jedem

beliebigen Element desselben, d. h. aus Einem solchen Ele-

mente kénnen alle tibrigen durch jeme Aenderungsweisen er-

zeugt werden. “
Hierdurch ist nun das System hherer Stufe als fiir sich bestehendes
eigenthiimliches Gebilde dargelegt. ‘

§ 21. Ich schreite nun zu den Anwendungen und zwar zu-
n#chst auf die Geometrie, will jedoch zuvor versuchen, einen rein
wissenschaftlichen Anfang fiir die Geometrie selbst und zwar un-
abhtingig von unserer Wissenschaft wenigstens andeutungsweise zu
entwerfen, um so die Uebereinstimmung und Abweichung in dem
Gange beider Disciplinen desto besser zu iibersehen. Ich behaupte
n¥mlich, dass die Geometric noech immer eines wissenschaftlichen
Anfangs entbehre, und dass die Grandlage fir das ganze Gebdude
der Geeometrie bisher an einem Gebrechen leide, welches einen
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ghnzlichen Umbau desselben nothwendig mache. Wenn ich eine
solche Behauptung aufstelle, welche den durch Jahrtausende ge-
heiligten Bau umzusttirzen droht, so darf ich das nicht, ohne dieselbe
durch die entscheidendsten Griinde zu belegen. Das Gebrechen,
dessen Vorhandensein ich nachweisen will, ist am leichtesten am
Begriffe der Ebene zu erkennen. 'Wie dieselbe in den mir bekannt
gewordenen Bearbeitungen der Geometrie definirt wird, so liegt
dabei die Voraussetzung zu Grunde, dass eine gerade Linie, welche
zwei Punkte mit der Ebene gemeinschaftlich habe, ganz in dieselbe.
falle; sei es nun, dass man dies stillschweigend annehme *), oder
in die Definition der Ebene hineinlege, oder endlich als besonderen
Grundsatz aufstelle. Das erstere zeigt sich sogleich als unwissen-
schaftlich, das zweite kann aber, wie ich sogleich zeigen werde,
eben so wenig auf Wissenschaftlichkeit Anspruch machen. Denn
es ist klar, dass die Ebene schon bestimmt ist, sei es als Ge-
sammtheit der Parallelen, welche von einer Geraden nach einer
nicht in derselben enthaltenen Richtung gezogen werden kinnen,
sei es als Gesammtheit der Geraden, welche von einem Punkt an
eine Gerade gezogen werden kinnen. Bleiben wir nun z. B. bei
der ersten Bestimmung stehen, so ist klar, wie nun erst erwiesen
werden muss, dass jede gerade Linie, welche zwei dieser Parallelen
schneidet, auch die simmtlichen iibrigen schneiden mtisse, ein
Satz, welcher nicht ohne eine Reihe von Hiilfsskitzen erwiesen
werden kann. Definirt man nun die Ebene etwa als Fliche, welche
alle geraden Linien, die zwei Punkte mit ihr gemeinschaftlich haben, -
vollstindig enth#lt, so leuchtet ein, wie man dadurch den vorher
ausgesprochenen Satz, unter dieser Definition versteckt, in das
Gebiet der Geometrie einschmuggelt; und eben so wenig, als es
sieh irgend ein Mathematiker gefallen lassen wiirde, wenn man den
Beweis des Satzes, dass in Parallelogrammen die gegeniiberstehen-
den Seiten gleich lang sind, dadurch vermeiden wollte, dass man
das Parallelogramm als Viereck, dessen gegeniiberliegende Seiten
gleich und parallel sind, definirte; eben so wenig darf man es sich
gefallen lassen, wenn der oben angefiihrte Satz durch eine solche
Definition der Ebene unrechtmissiger Weise in die Geometrie ein-

*) 8o Euklid.
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gefiht wird.  Es bliebe also, wean maan bei dem bisherigen Gange
der Geometrie verharren wollte, wur tibrig, jenen Bats zu einem
Grundsatse umsustempela. Allain wemn ein Grundsats vermiedem
werden kann, ehne dass ein newer eingefihrt zu werden braacht,
80 muss dies geschehen, und wenn es eine gimsliche Umgestaltung
der ganzen Wissenschaft herbeiftthren solite, weil durch ein soiches
Vermeiden die Wisgenschaft nothwendig ikrem Wesen mach an
Kimfachheit gewinat. (Gehen wir asn von diesem Gebrechen sus,
was wir nachgewiosen zu haben hoffen™), weiter surtick, wmn die
Ursachen desselben aufsufindem, so liegen diese in der mangel-
haften Auffassung der geometrischen Grundsiitee. Zuerst muss es
auffallen, wie neben wirklichen Grundsiitzen, welche geometrische
Anschaunngen aussagen, hiufig uater demselben Namen gams ab-
sirakte Sutze aufgefihrt werdem, wie: ,sind zwei Gzdesen eimex
dritten gleich, so sind sie e¢elbst einander gleich,“ und welehe,
weah mam einmal uanter Grundslitzem vorausgesetzte Wahrhsitem
versteht, gar nicht diesen Namen verdiesen. In der That glaube
ich oben (§ 1.) nachgewiesen zu baben, dass der so eben angefithrie
abstrakte Satz nur den Begriff des Gleichen ausdriicke, und desselbe
gilt auch von den ibwigen abstrakten Sktzen, welche im wesent-
lichen darauf hinhamslaufem, dass des aus dem Gleichen auf diesslba
‘Woise Erseugte selbst gleich sei. Von diesem Vorwurfe der
Vermischung von Grundsitzen mit vorausgesetzten Begriffom blaibt
indessen Euklid selbst frei, welcher die ersterm mit unter secime
Forderungen (altquera) aufaabm, whhrend er die letsteren ale
aligemeine Begriffe (xosmai $vveda:) awssenderte, ein Verfahrem,
welches schon vom seinen Kommentatoren nicht mehr verstandem
wurde, und awch bei nemeren Mathematikern sum Schaden der
Wissenschaft wenig Nachabmung gefunden hat. In der That
kennen die abstrakten Discipliner der Mathematik gar keine.
Grundsiitze ; sondern der erste Beweis geschiebt in ihnen durch An-
einanderketten von Erklirumgen, indem von keinem andern Fort-

*) Es konnte freilich sein, dass es eine Darstellung gebe, die den ge--
riigten Mangel vermieden hitte, ohne mir bekannt geworden zu sein. Da
indessen mit einer solchen Darstellung zugleich die Parallelentheorie, dies
Kreuz der Mathematiker, miissteins Reine gebracht sein, so konnte ichmitziem-
licher Gewissheit annehmen, dass es eine solche Darstellung noch nécht gebe.
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sohraitungsgesetze Gebrauch gemacht wind, als von dem allgemein
logischen, dass n#mlich, was von einer Reihe von Dingen in dem
finne awsgesagt ist, dass es von jedem eingelnen derselben gelten
soll, anch wirklich von jedem einzelnen, was jener Reihe an-
gehort, ausgesagt werden kann. Und dies Fortechreitungsgesets,
was, wie man sieht, nar ein sich besinnen #ber das, was man mit
dem allgemeinen Setze bat sagen wollem, enthilt, als Grundsatz
safzustellen, wie es in dar Logik misbrauchaweise geachiaht, wenn
e¢ picht gar emt in ihr bewiesen wird, kann keiném Mathematiker
einfallem. :

£ 22. In der Geometrie bleiben daher ads Grundsitre nar
ibrig diejenigen Wahrheiten, welche der Anschaumg des Ranmes
entnommen sind. Diese Grundsitze werden daber richtig gefasst
sein, wenn sie in ihrer Gesammtheit die vellstitndige Anschasung
des Raumses gehen, und auck keinex aufgestellt wird, der nicht
diese Anschauung vollenden hitlfe. Hier zeigt sich nun die wahre
Ursache des mangelhafien Anfanges der Geometrie in ihrer bis-
herigen Bearbeitung; nun#mlich theils werden Grumdsiitse #ber-
gangen, welche urspriingliche Raumesamechaunngen ausdriicken,
und die danm nachher, wo ihre Anwemdung erfordert wied, still-
schweigend vorausgesetzt werden mtissen, theils warden Grundsitze
aufgestellt, die keime Grundanschavung des Raumes ausdriieken,
und sich dsher bei genauerer Betrachtung als itberfliissig ergeben,
und tiherall gowlihren die Grundsitse in ihrer Gessmmtheit den Ein-
druck eines Aggregats von muglichst klaren S¥tzen, welche behwfs
moglichst bequemer Beweisfithrang zusammengestellt sind. — Die
Grundsitze der Geometrie, wie wir sie voraussetzen mtissen, sagen
vielmehr die Grundeigenschaften des Raumes aus, wie sie wnsexer
Vorstellung urspriinglich mitgegeben sind, niimlich dessen Einfach-
heit und relative Beschriinktheit. — Die Einfachheit des Raumes
wird ansgesagt in dem Grundsaize:

pDer Raum ist an allen Orten und naeh allen Richtungen gleich

beschaffen, d. h. an allen Orten und nach allen Richtungen

kvnnen gleiche Konstruktionen vollzogen werden.*
Dieser Grundsatz zerfillt schon seinem Ausdruck nach in zwei Grund-
gitze, von denen der eine die Moglichkeit der Fortbhewegung, der

andere die Moglichkeit der Schwenkung setxt, nfimlieh :
8*
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1) ,dass eine Gleichheit denkbar ist bei Verschiedenheit des

Ortes.*

2) ,dass eine Gleichheit denkbar ist bei Verschiedenheit der

Richtung, und namentlich auch bei entgegengesetzter Richtung. ¢
Nennen wir Konstruktionen, welche an verschiedenen Orten ganz
auf dieselbe Weise erfolgen, sich also nur dem Orte nach unter-
scheiden, gleich und gleichldufig*), die, welche sich nur dem Orte
und der Richtung nach unterscheiden, absolat gleich, und insbe-
sondere die, welche nach entgegengesetzter Richtung auf dieselbe
‘Weise, wenn auch an verschiedenen Orten, erfolgen, gleich und gegen-
l#ufig oder kurzweg entgegengesetzt, und halten dieselben Benen-
nungen auch fiir die Resultate der Konstruktion fest, so kénnen wir
jene beiden Grundsiitze, wenn wir aus dem zweiten noch den par-
tiellen Satz herausheben, bestimmter so ausdriicken:

1) ,,Was durch gleiche und gleichliufige Konstruktionen erfolgt,

ist wieder gleich und gleichliufig.“

2) ,Was durch entgegengesetzte Konstruktionen erfolgt, ist

wieder entgegengesetat.“

3) ,Was durch absolut gleiche Konstruktionen (wenn auch an

verschiedenen Orten und nach verschiedenen Anfangsrichtun-

gen) erfolgt, ist wieder absolut gleich.“
Die beiden ersten von diesen drei Grundsitzen bilden die positive
Voraussetzung fiir den Theil der Geometrie, der dem ersten unserer
Wissenschaft entspricht. Die relative Beschriénktheit des Raumes
wird dargestellt durch den Grundsatz:

pDer Raum ist ein System dritter Stufe.
Dem Verstiindniss desselben miissen Erklirungen und Bestimmungen
vorangehen, wie wir sie oben in der abstrakten Wissenschaft gegeben
haben.

§ 23. Die unmittelbare Evidenz dieser Grundsktze und ihre
Unentbehrlichkeit bietet sich wohl einem jeden sogleich dar, ohne
den ersten ist keine gerade Linie, ohne den zweiten keine

*) Wir schliessen uns hier mehr an die gewGhnliche Auffassungs-
weise an, indem wir nur dem Begriffe des Parallelen die bestimmteren des
Gleichliufigen und Gegenliufigen (s. oben) substituiren; sonst wire es an-
gemessener gewesen, hierfiir einen einfacheren Ausdruck, wie etwa ,voll-
kommen gleich“ einzuftihren,
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Ebene *), ohne den dritten kein Winkel mtglich, wihrend der letzte
den Raum selbst in seiner dreifachen Ausdehnung darstellt, und
obgleich dieselben in den gewdhnlichen Darstellungen meist tiber-
gangen werden, so hilt es doch nicht schwer, die Stellen nachsu-
weisen, wo von demselben stillschweigend Gebrauch gemacht wird.
Dass dieselben ausreichen fiir die Geometrie, kann nur vollstindig
aus einander gelegt werden durch Entfaltung der Geometrie selbst
aus diesem Keime heraus. Wir fahren jedoch hier fort in unserm
mehr andeutenden als ausfiilhrenden Verfahren. Den Satz, dass
gwischen zwei Punkten nur Eine gerade Linie moglich ist, oder,
wie ihn Euklid ausdrtickt, dass zwei gerade Linien nicht einen
Raum (xwefov) umschliessen kinnen, hier als Grundsatz iibergan-
gen zu sehen, mag auffallen. Doch liegt derselbe in dem richtig
aufgefassten ersten Grundsatze, nimlich sollten zwei gerade Linien,
welche einen P. gemeinschaftlich haben, noch einen zweiten P. ge-
meinschaftlich haben, so wtirde der Raum an diesem zweiten Punkt
anders beschaffen sein, als in den andern, wenn die Linien nicht
zugleich auch alle andern Punkte gemeinschaftlich hiitten, also
ganz in einander fielen. Sollte dieser Beweis, der sich tibrigens
bei einer wirklichen Ausfilhrung der Wissenschaft viel strenger
ausnehmen wiirde, zu sehr ein philosophisches Geprige zu haben
scheinen, so mag man den Satz fiir die mathematische Darstellung
immerhin als partiellen Grundsatz aufstellen, wenn man sich nur
seiner Zusammengehorigkeit mit jenem ersten Grundsatze bewusst
bleibt *¥). Fir die weitere Entwickelung bedienen wir uns hier,
um zwei Grossen als gleich und gleichliiufig zu bezeichnen, eines
Zeichens (1f), welches aus dem des Gleichen (=) und des Paral-
lelen ( | ) kombinirt ist. — Wenn nun zwei Strecken AB und BC
entgegengesetzt sind mit zwei andern DE und EF (vergl. Fig. 6.),
8o dass also
ABHED, BC}FE

ist, so muss nach dem zweiten Grundsatze auch AC entgegengesetzt
mit DF, d. h.

*) 8. unten,
**) TUeberhaupt ist die Zerspaltung in méglichst besondere Grundsiitze
der mathematischen Methode eigenthiimlich und forderlich, vergl. auch Ein-
leit. Nr. 13,
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CA H DF
s0in. Falit also € aaf D, so muss auch CA auf DF', also A aef I
fallen, uad die vier Btrecken bilden ein Viereck ABCE. Also:
awemm von den vier stetig mach einamder beschriebenen Seiten
eines Vierecks zwei sinander entgegengesetzt sind, so sind es anch
die beiden andern*). Oder weun ein beliebiges ritumliches Ga-
bilde, sich selbst parallel bleibend, so fortsehreitot, dass Ein Punkt
eine gerade Linie beschreibt, so beschreiben auch alle tibrigen
Punkte gerade Lisien, welche mit der ersteren gieichliufig wnd
gleich sind. Hieraus ergiebt sich leicht, dass, wean swei parallete
Linien von einer dritten geselmitten werden, und man mit dieser
dritten eine Parallele gieht, welche die eine jener parallelen Limien
schneidet, sie auch die andere schneiden muss (und auf diese
Weise ein Viereck bildet, in welchem die gegentiberstehenden
Beiten gleich lang sind), oder allgemeiner: wenn man eine Ebeme
dadurch erseugt, dass man ven allen Punkten einer zu Grunde
golegten geraden Linie Parallele zieht; so wird jede gerade Linie,
welche von einemn Punkte der Ebens mit der su Grunde gelegien
Linie parallel gezogen wird, ganz in die Ebene fallen. Nemnen
wir die Richtung der zu Gruade gelegten Linie und die der vem
ihr aus gegogenen Parallelen die Grundrichtungen der Ebens, so
k¥nuen wir sagen, dass jede g. L.,” welche von einem P. der Ebene
nach einer threr Grundrichtungen gesogen wird, ganz in dieselbe
falle. Hieraus lisst sich endlich folgern, dass jede gerade Liuis,
welche swei Punkte der Ebeae verbindet, ganz im dieselbe fillt.
Der Beweis kann ganz analog der Darstellung im der abstraktem
Wissensehaft, wie sie in § 19 gegeben ist, geflihrt werden. Wenn
nimlich auch hier aus einem Punkt der Ebene « ein anderer £
derselben Ebene, durch die Fortbewegungen a und b, welche den
Grundrichtungen angehiren, erzeugt wird, so kann man duorch
Wiederholung dieser und der entgegengesetzten Fortbewegungen,

*) Hierbei ist immer festzuhalten, dass nach dem obigen unter ent-
gegengesetzten Strecken immer gleiche, aber gegenliufige verstanden sind.
Der 8atz in der Form: ,sind in einem Vierecke zwei Seiten parallel und
gleich, so sind es such die beiden andern,“ ist nicht mehr aligemein richtig,
wenn man auch Vierecke mit sich schneidenden Seiten annimmt.
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gans chan so wie es in § 19 geseigt war, eine umendliche Reihe
von Punkten erzeugen, welche alle in Einer geraden Linie liegen
und der gegebenren Ebene aggéhﬁren; indem man dann £ an «
sich stetig anschliessen IMsst, erhtlt man jene gerade Limie in
ihrer Vollstindigkeit, und indem man erdlich den Begriff des Ent-
sprechenden auf gleiche Weise wie dort anwendet, so kamm man
eine gerade Linie erzeagen, welche zwei beliebige in der Ebene
gegebene Punkte verbindet und ganz in der Ebene liegt. Da nun
_awischen zwei Punkten nur Eine gerade Linie moglich ist, so muss
auch jede gerade Linie, weleche zwei Punkte der Ebene verbindet,
mit der vorher zwischen denselben Punkten erzeugten zusammenfallea,
also auch ganz in die Ebene fallen. Diese Andeutungen mégen ge-
ntigen, um einen vorliufigen Begriff zu geben von einem wissen-
schaftlichen Anfange der Geometrie *).

- § 24. Wir schliessen hieran eine Reihe von geometrisehen
Aufgaben, welche sich durch die in diesem Kapitel gegebene Me-
thode losen lassen, und setzen dabei, ohne die Anwendung des
Zirkels zu gestatten, nur voraus, dass man durch zwei Punkte,
unter welchen auch ein unendlich entfernter sich befinden darf,
sine gerade Linie, und durch drei Punkte, die nicht in gerader
Linie liegen, eine Ebene zu legen vermdge. Indem wir sagen,
dass im ersten Falle unter den beiden Pankten auch einer unendlich
entfernt sein diirfe, so wollen wir damit die Forderung ausdriicken,
mit einer gegebenen g. L. eine Parallele zu ziehen. Die genanntea
Forderungen sind iiberhaupt die einzigen, die wir fir den Theil der
Geometrie, welcher dem ersten Theile unserer Wissenschaft ent-
spricht, aufstellen *¥).

*) Vrgl. su diesem gangen Absehnitt (§ 16-—33) den Anbang I ,Ueber
das Verhiltniss der nichteuklidischen Geometrie zur Ausdehnungslehre,
(1871.) ‘ ‘

*¥) Man pflegt die Forderung, miteiner gegebenen Linie eine Parallele zu
-ziehen, nicht mit urter die Poatalate der Geometrie aufzunehmen; allein wir
haben dieselbe nur anzusehen als einen speciellen Fall der Forderung, zweiP.
durch eine g. L. zu verbinden. Will man diese Forderung nicht mit anfnehmen,
#0 bleibt die Reihe von Sktzen und Aufgaben, welche sich bloss auf das Ziehen
von g. L. beschrinken, glnslich unfruchtbar, indem man dann nicht einmal
die Projektion iibersehen kann, bei welcher ja endlich entfernte Punkte ins
Unendliche riicken kénnen und umgekehrt.
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Aufg. 1. Eine 8trecke AX zu zeichnen, welche einer gegebenen
BC gleich und gleichliufig ist (vergl. Fig. 7).

Aufl. Man ziche AD parallel BC und CE parallel BA, so ist
der Durchschnittspunkt dieser beiden Linien der gesuchte Punkt
X. Liegt insbesondere der Punkt A in der geraden Linie BC,
80 nehme man einen Punkt ausserhalb derselben D, mache nach
dem so eben angegebenen Verfahren DE 3 BC und AF 1 DE,
so ist F der gesuchte Punkt X.

Aufg. 2. Eine Strecke in beliebig viele gleiche Theile zu theilen.
Die Aufldsung kann vermittelst der in der vorigen Aufgabe ge-
gebenen Konstruktion auf die gewshnliche Auflosung zuriickgefithrt
werden.

Aufg. 3. Den PunktX zu finden, welcher der Gleichung [AX]

= [BC] 4 [DE] geniigt *) (vergl. Fig. 8).

Aufl. Man macht AF3:BC und FG 3 DE, so ist G der ge-

suchte Punkt.

Aufg. 4. Den Punkt X zu finden, welcher der Gleichung [AX]

==[BC] — [DE] geniigt.

Fur die folgenden Siitze und Aufgaben will ich ein Paar neue Be-
nennungen einfithren, welche zur Erleichterung der Ausdrucksweise
wesentlich sind, n#mlich unter der Abweichung des Punktes A von
einem andern B verstehe ich die Strecke BA mit Festhaltung ihrer
Richtung und Linge, und unter der Gesammtabweichung eines
Punktes R von einer Punktreihe A, B, C, ... verstehe ich die
Summe der Abweichungen jenes Punktes von den einzelnen Punkten
dieser Reihe, also die Summe [AR]--[BR]—+[CR]+-. . ..., wobei,
wie sich von selbst versteht, der im Vorigen entwickelte Begriff der
Summe zu Grunde gelegt ist. Hieraus ist von selbst klar, dass die
Gesammtabweichung einer Punktreihe A, B, C . . . von einem Punkte
R die Summe [RA]--[RB]-4-[RC]-- ... darstelle. Nun kann
ich aus einer Gleichung

1)....[AB]4[CD]+[EF]4.... =0,

*) Ich bediene mich hier der in der abstrakten Wissenschaft einge-
fiihrten Bezeichnung der Strecken, indem ich unter [AB] die Strecke mit
festgehaltener Richtung und Linge bezeichne, weshalb hier das Gleichheits~
seichen auch wieder das gewohnliche ist **). :

**) Vergl. die Anm, zu 8. 19. (1877.)
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indem ich statt [AB] nach dem allgemeinen Begriff der Summe
(§ 19.) schreibe [AR]~}-[RB] oder [RB] —[RA], und ebenso statt
[CD] den Ausdruck [RD] — [RC] einfithre u. s. ., und indem ich
dann [RA], [RC], . . . mit umgekehrtem Zeichen auf die andere Seite
bringe, die Gleichung ableiten:

2) ... [RA]4[RC]+- [RE] 4. = [RB] 4 [RD] 4 [RF] 4-...,
wo beide Seiten gleich viel Glieder haben. Diese so einfache Um-
gestaltung fiihrt direkt zu einer Reihe der schtnsten und einfachsten
Siitze, wenn man nur noch bedenkt, dass man aus der zweiten
Gleichung durch das riickgingige Verfahren wieder die erste ge-
winnen kann. Né#mlich erstens:

»Wenn die Gesammtabweichung eines Punktes R von einer
Punktreihe, gleich der Gesammtabweichung desselben Punktes
von einer andern Punktreihe ist, welche aber eben so viel
Punkte enth#lt, wie jene erste: so gilt dasselbe auch fiir jeden
andern Punkt, der statt R gesetzt werden mag, und es ist ferner
die Summe der Strecken, welche von den Punkten der einen
Reibhe nach den entsprechenden der andern gezogen werden,
gleich Null, wie man auch immer jene beiden Punktreihen als
. entsprechend setzen moge.“ ‘
Femer.
»Wenn die Summe mehrerer (m) Strecken null ist, so bleibt
die Summe auch null, wenn man die Anfangspunkte, oder
auch die Endpunkte beliebig unter sich vertauscht (z. B. statt
AB und CD setzt AD und CB), und zugleich ist die Gesammt-
abweichung der Endpunkte von jedem beliebigen Punkte R
stets gleich der Gesammtabweichung der Anfangspunkte von
demselben Punkte R.“
Als besondere Fille dieser allgemeinen Sétze erscheinen die, wo
einige Punkte oder alle Punkte der einen oder der andern Reihe zu-
sammenfallen. Fallen alle m Punkte der einen Reihe in einem
Punkt 8 zusammen, so haben wir nun, da die Gesammtabweichung
dieser m Punkte gleich der m-fachen Abweichung des einen Punktes
8 ist, die Sktze in folgender Gestalt:
» Wenn die Gesammtabweichung einer Reihe, welche m Punkte
enthiilt, von einem Punkte R, gleich ist der m-fachen Abweichung
eines Punktes S von demselben Punkte R, so gilt dasselbe auch

Yy
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in Bezug auf jeden andern Punkt, der statt R gesetat werden

mag, und die Gesammtabweichung jener Punktreihe von dem

Punkte 8 ist nall,“
wund wmgekehrt : ’ .

. sWenn die Gesammtabweichung eines Punktes 8 von emer
Reihe von m Puskten null ist, so ist die Gesammtabweiehung
irgend eines Punktes R von jener Reihe gleieh der m-fachen
Abweichung desseltben Punktes von 8.¢

Aus dem letzten Batze folgt, dass es aumsser dem Punkte S keinen
andern gebe, welcher derselben Bedingung gentige; wir kémmen
ihn daher mit einem einfachen Namwn bezeichnen, und nenaen
ihn die Mitte jemer Punktreihe®). Es ist also unter der Mitte
oiner Pwnktreihe derjenige Punkt verstanden, dessen Gesammtab-
weichung von jemer Reihe null ist. Awus dem ersten dieser beiden
Siktae ergiebt sich eine hochst einfache Konstruktion der Mitte.
Nmlich ist die Mitte zwischen m Punkten zu sachen, so ziche
man von irgend einem Punkte R die Strecken nach diesen Punkten,
wnd mache RS gleich dem m-ten Theil von der SBumme dieser
‘Btrecken (nach Aufg. 3 und 2), so ist 8 die Mitte. Lisst man
bei allen fritheren Sidtzen noch einige Punkte zusammenfallen,
80 erhilt man mehrfache Punkte, oder Punkte mit zugehbrigen
Koefficienten, und flir sie gelten noch immer dieselben Sitze,
=.B.: S8ind mPunkte A, . . . . A, mit den zugehtrigen Koefficienten
6y ....%x uwnd n Punkte B; . ... B, mit den zugehdrigen Koef-
fickemten 8, . ... S, gogeben, und ist sugleich &y }-. .. .0n =
Bi... .fa, 50 wird immer, wenn die Gesammtabweichung des
«ersten Voreing von irgend einem Punkte R gleich der des zweiten
von demselben Punkte, d. h.

& [RA] .. 4 Gn [RAu] == B3 [RB] . ...+ fu [RB,]
ist, dasselbe auch gelten fiir jeden andern Pumkt, der statt R ge-
setat werdea mag. — Und auf gleiche Weise kionnten auch die
tibrigen SHtue umgestaltet werden. — Wir haben hier, um sogleich
eine Uebersicht vu geben, vorgegriffen, indem wir den Begriff der

¥) Ich habe mich iiber den Gebrauch dieses Namens statt des sonst
tblichen des Centrums der mittleren Entfernungen schon anderweitig gerecht-
fortigt (Crelle’s Journal fiir die reine u. angew. Matkematik Bd. XXIV.).
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Zahl mit aufgenommen haben, von dem in der abstrakbem Wissen-
sehaft bisher noch nicht die Rede sein konnte.

§ 25. Die Anwendung unserer Wissenschaft auf die Statik
und Mechanik ist vorzugsweise geeignet, die Bedeutung derselben
ans Licht treten zu lassen. Betrachten wir zuerst, um das Ganze
von Anfang an zu begrtinden, die Neuton'schen Grundgesetze, so
besteht das erste *) aus zwei ungleichartigen Theilen, deren ersterer,
dass nimlich jeder ruhende Korper im Zustande der Ruhe bleibt,
bis eine Kraft ihn in Bewegung setzt, in dem Begriffe der Kraft,
als Ursache der Bewegung, liegt, wihrend der andere Theil aussagt,
dass jeder bewegte Korper, so lange keine Krifte auf ihn einwirken,
dieselbe Bewegung beibeh#lt, d. h. dass er in gleichen Zeiten stets
gleiche Strecken (im Sinne unserer Wissenschaft, also gleich lange
und gleichliufige) beschreibt. Da diese fortgesetzte Bewegung als
eine fortdauernde Kraft erscheint, so konnen wir dies Gesetz noch
einfacher so ausdriicken:

»Jede Einwirkung einer Kraft auf die Materie ist zugleich die
Mittheilung einer sich selbst stets gleich bleibenden (d. h. gleich
stark und parallel bleibenden) Kraft an dieselbe.“

Diese mitgetheilte und nach der Mittheilung der Materie einwoh-
nende Kraft ist demnach wohl zu unterscheiden von der Kraft,
welche auf die Materie einwirkt (jhren Sitz also anderswo hat).
Das zweite Neuton’sche Grundgesetz **) enthilt ebenfalls zwei un-
gleichartige Theile, und joder derselben enthdlt eine Grumdvorans-
setzung, welche aber in dem Newton'schen Ausdrucke des Satwes
etwas versteckt liegt. Numlich ausser dem Zusammenhange be-
trachtet, scheint der Satz weiter michts amssagen zw wollen, als
dass, wemn verschiedene Krifte auf dasselbe Theilchen wirkead
gedacht werden, die mitgetheilten Bewegungen den Kriiften pro-
portional uwnd -gleichgerichtet seien; allein dies wire kein Gromd-

*) ,Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uni-
formiter in directum, nisi quatenus a viribus impressis cogitur statum illum
mutare.* New. phil. nat. prine. Lex. I.

*+) Mutationem motas proportionalem esse vi motrici impressae et fler
secundum liream rectam, qaa vig illa imprimitor, .
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gesetz, sondern bloss die Anwendung des Begriffs der Kraft, indem
die Kraft als supponirte Ursache der Bewegung nur durch diese
bestimmt und gemessen werden kann. Aber dass dies auch nicht
der Sinn jenes Satzes sein soll, ergiebt sich aus dem Zusammen-
hange, und es zeigt sich, dass derselbe einestheils aussagen soll,
wie dieselbe Kraft auf verschiedene Massen wirkt, und anderntheils,
wie dieselbe Kraft auf denselben Korper in verschiedenen Zustinden
seiner Bewegung wirkt, d. h. wie die einwirkende Kraft sich mit
einer andern, die dem Kborper schon einwohnt, verbindet. Dies
letztere wird so ausgedriickt, dass dann die Veriinderung der Be-
wegung in der Richtung, in welcher die Kraft wirkt, und ihr pro-
portional erfolge. Fasst man diesen Begriff der Veréinderung der
einwohnenden Kraft durch die hinzutretende genauer auf, so ist er
nichts anderes, als was wir unter der Addition verstanden, sobald wir
uns die Kriifte als Strecken vorstellen. Wir fassen daher diesen
Theil des Grundgesetzes besser so auf:

»Zwei demselben Punkte mitgetheilte Krifte summiren sich.“
Der andere Theil jenes Gesetzes verwandelt sich, wenn wir das aus-
‘scheiden, was schon im Begriff der Kraft liegt, oder aus ihm gefolgert
werden kann, in das Grundgesetz:

»Zwei materielle Theilchen, welche von irgend einer bewegenden
Kraft gleiche Einwirkungen erleiden, erleiden auch durch jede
andere bewegende Kraft gleiche Einwirkungen.“

Zwei solche Theilchen, die wir uns als Punkte, oder als Theile
von unendlich kleiner Ausdehnung vorstellen kinnen, nennen wir
dann an Masse gleich. Dass dies Gesetz die eigentliche Grundlage
ist von jemem Theil des Neuton'schen Grundgesetzes, wiirde sich
dureh eine genaue Analyse desselben leicht ergeben, der Nachweis
wiirde mich jedoch hier zu weit fihren. Doch ist es wichtig, za
"bemerken, wie wir hierdurch zu einem bestimmten und allgemeinen
Maass der Kriifte gelangen, indem wir die Kraft gleich setzen
konnen der Strecke, welche ein materielles Theilchen, dessen
Masse als Einheit der Massen zu Grunde gelegt ist, in der Zeitein-
heit beschreibt, wenn jene Kraft ihm dauernd einwohnt, d. h. die
Kraft, welche der Masseneinheit einwohnt, ist gleich ihrer Ge-
schwindigkeit. Das dritte Neuton'sche Gesetz endlich, von der
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Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung *), kinnen wir so aus-
driicken:
» Wenn zwei Theilchen von gleicher Masse auf einander wirken,
so bleibt die Summe ihrer Bewegungen stets dieselbe, als wenn
sie nicht auf einander wirkten.“
Es ist tibrigens klar, wie die vier so eben dargestellten Gesetze
von der Beharrung, der Summation der Krifte, der gleichen Masse
und der gegenseitizen Einwirkung ins Gesammt nur Ein Haupt-
gesetz darstellen, n#imlich, dass die Krifte sich in ihrer Gesammtheit
erhalten. - Das Beharrungsgesetz sagt die Erhaltang der einzelnen
Kraft an dem einzelnen Theilechen aus, das Summationsgesetz die
Erhaltung zweier Krifte an dem einzelnen Theilchen in. ihrer
Summe, das letzte die Erbaltung der Gesammtkraft bei gegen-
seitiger Einwirkung, welches wiederum schon das dritte voraussetzt ;
denn das dritte lebrt, indem es den Begriff der Masse begriindet,
die Gesammtkraft eines Vereins von Punkten durch Addition der
Krifte, welche die einzelnen an Masse gleichen Punkte erfahren,
finden.
§ 26. Daher kénnen wir durch Kombination dieser Sitze so-
gleich den allgemeinen Satz aufstellen:
sDie Gesammtkraft (oder die Gesammtbewegung), die einem
Verein von materiellen Theilchen zm irgend einer Zeit ein-
wohnt, ist die Summe aus der Gesammtkraft (oder der Ge-
sammtbewegung), die ihm zu irgend einer fritheren Zeit ein-
wohnte, und den simmtlichen Kriften, die ihm in der Zwischen-
zeit von aussen mitgetheilt sind; wenn nimlich alle Kriifte als
Strecken aufgefasst werden von konstanter Richtung und Liinge,
und auf an Masse gleiche Punkte bezogen werden.“
Die einwohnende Kraft und die einwohnende Bewegung sind nim-
lich nach dem vorigen § identisch. Der Beweis dieses Satzes liegt
in den Grundgesetzen, wie wir sie vermittelst der Begriffe unserer
Wissenschaft umgestaltet haben, vollstindig vorbereitet. Jede ein-
zelne Kraft erhilt sich, jede neu einwirkende Kraft summirt sich,
und die gegenseitizen Kriifte je zweier P. von gleicher Masse #n-

*) Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem, sive corporum
duoram actiones in se mutuo semper esse asquales et in partes contrarias dirigl,
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dern die Gesammtkraft beider Punkte nicht, slso Undexn auch die

simmtlichen gegenseitigen Kriifte des ganzen Punktvereins die Ge~

ssmmtkraft desselben nicht. FEine specielle Folgerung dieses

Batzes ist die, dass, so lange keine Kraft wem anssen hinzutritt,

die Gesammtkraft, oder die Gesammtbewegung, die dem Verein

ciunwohnt, konstant bleibt. Ist p die Gesammtkraft, die pinem

- VYerem von m an Masse gleichen Punkten, deren Masse wir als

RBinheit mu Grunde legen, ma irgend einer Zeit einwobat, und

0 e e, sind die Lagen dieser Punkte zm jemer Zait, und

Ay ..... P sind die Lagen, worin dieselben naech Verlawf ciner

Zoiteinheit iibergehen wiirden, wemn die Gesammtkraft konstant

bliebe, s0 haben wir die Gleichung '

D..... {osli} 4. . ... + [0nfn] == p.

Wir wollen nun alles auf eimen Punkt des Systems bemichen, dem

wir aber vorliufig noch ganz mmbestimmmt lassen, wnd machher so

hestimmen wollen, dass seine Bewegung sich vollstindig ergiebt.

Es habe dieser Punkt zn jener Zeit die Lage a; bei konstanter

Gesammtkraft gehe nach einer Zeiteinheit « in § tiber, so hat man

feasf} == [e12] + (8] + [84:]

nach der allgemeinen Definitios der Samme. Da mun, wesn msn

auf diese Weise in alle Glieder der Gloichmng (1) swhstituirt, [25]

salbst m-mal verkommt, se erhilt man

3) ... ([ase] ... [twa]) +m[ag] + (8414 ... [8hu]) = .

Bestimmen wir nun den Punkt « als Mitte der Purkte ay . ... 0n

und B als Mitte vom 8 . . .. S, so fallen die Summenglieder weg,

weil die Gesammtabweickung einer Punktreihe von ihrer Mitte nach

§ 24 null ist, und man bat

3) ....m{ef]==p oder [0f] ==L

d. h., wenn wir statt des Namens der Mitte den in der Statik tiblichem

des Bchwerpunktes einftihren, und m die Masse des gamzen Vercivg

nemmen.:

»Der Weg, den der Schwerpunkt in der Zeiteinheit beschreibeon
wiirde, wenn diedem Verein einwobnende Gesammikraft whrend
derselhen kanstant bliche ~~ oder ktirzer ansgedritekt, die Ge-
schwindigkeit des Schwerpunktes — ist gleich der Gtesammt-
kraft dividirt durch die Masse.“

Da nun dieselhe Gleichung (3) aumeh stattfinden wiirde, wenn
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simmtiiche m Punkte in sinem Punkte vareinigt wiiren, so kann man:
sagen:
nDie Bewegung des Schwerpunkics eines Systems ist dieselbe,.
als ob die gesammte Masse ihm einwahnte, und simmtliche
Kriifte, die anf das System wirken, anf ilm allein einwirkéen. ¢
§ 27. Mit dieser so hichst eimfachen Boweisftihrung ist alles
dargestallt, was in den bisherigen Lehrbiichern der Mechsuik ver-
mittelet weitliufiger Rechnungsapparate abgeleitet wird, and was
wir 2. B. in La Grange méc. an, p. 45—~ 48 und 257 — 262 der
letzten Ausgabe entwickelt fisden. — Und wneere Eatwickelung:
wiirde noch einfacher ausgefallen sein, wenn wir uns der in den.
folganden Kapiteln entwickelten Begrife und Rechnungegesetze-
hitten bediemen kénnen. Aber der wesentlichste Vorsug umserer
Methode ist nicht der der Kiirse, sondem vielmehr sder, dass jeder
Fortschritt in der Reehnung zugleich der reine Ausdruck des be-
grifflichen Fortschreitens ist, wihrend bei der bisherigen Methode-
der Begriff durch Einfuhrung dreier willkithrlicher Koordinatenazen
giinglich in den Hintergrund gestellt wird. TUrd ich kann hoffen,.
sohon durch dis hier gegebene Entwickeling diesem Vorzag der
neuen Anelyse zur Ansehauung gebracht zu kaben, obgleich derselbe-
bei jedem Fortschritt in wnserer Wissemschaft in ein immer helleres
Licht treten wird, und erst nach Vollendung des Gansen in seiner
vollen Klarheit hervortreten kans.

Zweites Kapitel.

Die dussere Multiplikation der Strecken.

§ 28. Wir gehen zuerst ven der Geometrie aws, um aus ihr
die Asmalogie zu gewinnen, nach welcher die abstrakte Wissen-
sebaft fortschreiten muss, wnd sogleich eine anschanliche Idee wor
Angen 2 baben, welche uns durch die unbekannten nnd eft be-
schwerlichen Wege der abstrakien Entwickelung geleite. Wir ge-
langen von der Strecke zu einem rémmlichem Glebilde hibherer
Stafe, weum wir die gamse Sdrecke, d. h. jeden Pumkt derselben.
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eine neue der ersteren ungleichartize Strecke beschreiben lassenm,
so dass also alle Punkte eine gleiche Strecke komstruiren. Der
so erzeugte Flichenraum hat die Gestalt eines Spathecks (Parallelo-
gramms). Setzen wir nun zwei solche Flichenrtiume, die derselben
Ebene angehoren, als gleich bezeichnet, wenn man beim Uebergang
aus der Richtung der bewegten Strecke in die Richtung der durch
die Bewegung konstruirten, beidemale nach derseltlen Seite hin (z. B.
beidemale nach links hin) abbiegen muss, als ungleich bezeichnet,
wenn nach entgegengesetzter, so ergiebt sich sogleich nachstehendes
eben so einfache als allgemeine Gesetz:
,Wenn in der Ebene eine Strecke sich nach einander um be-
liebige Strecken fortbewegt, so ist der gesammte dadurch be-
schriebene Flichenraum (wenn man die Vorzeichen der ein-
zelnen Fléchentheile in der angegebenen Weise setzt) eben so-
gross, als ob sie sich um die Summe jener Strecken fortbe-
wegt hitte.“
Oder '
,Wenn in der Ebene eine Strecke sich zwischen zwei festen
Parallelen forthewegt, so dass sie zu Anfang in der einen, zuletat
in der andern liegt, so ist der dadurch erzeugte gesammte
Flichenraum stets gleich gross, auf welchem (geraden oder ge-
brochenen) Wege sie sich auch dahin bewegt haben mag, so
bald man nur das angenommene Zeichengesetz festhalt. ¢
Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem genannten Satze, dass Pa-
rallelogramme, die von derselben Grundseite aus bis nach derselben
Parallele hin sich erstrecken, gleichen Flichenraum haben. Wie
hieraus jener Satz hervorgeht, ergiebt sich leicht aus der Figur
(vergl. Figur 9). Betrachtet man nimlich zuerst die unendlichen
geraden Linien ab und ed als die festen Parallelen, und ver-
gleicht die Flichenriume, welche entstehen, wenn sich ab einer-
seits um die Strecke ac, andererseits um die gebrochene Linie aec
bewegt, so ist der Anblick der Figur hinreichend, um sich ver-
mittelst des angefiihrten Satzes von deren Gleichheit zu tiber-
zougen. Aber ebenso wenn man die Parallelen ab und ef als die
festen betrachtet, und die Flichenriiume vergleicht, welche ent-
stehen, wenn sich ab einestheils um ae, anderntheils um ac und dann
um ce forthewegt, so ilberzeugt man sich leicht von der Richtig-
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keit des obigen Satzes auch fiir diesen Fall, wenn man nur festhilt,
dass die Flichenritume, welche durch Bewegung der Strecke ab nach
den Richtungen ac und ce entstehen, entgegengesetat bezeichnet sind,
zu ihrer Summe also den Unterschied der absoluten Flchenriiume
haben. Daraus fliesst daan dwrch wiederholte Anwendung der wu
erweisende Satz.

§ 29. Es ist an sich klar, dass die angefithrten Sitze (aus
denselben Griinden) auch gelten, wenn man in den Spathecken, aber
dann auch in allen gleichzeitig, die bewegte Seite und die die Be-
wegung messende gegen einander austauscht. Also hat man den
Satz:

sDer Flichenraum, den in der Ebene eine gebrochene Linie

beschreibt, ist gleich dem der geraden Linie, welche mit jener

gleichen Anfangspunkt und Endpunkt hat“
oder:
sDer gesammte Flichenraum, den in einer Ebene die Seiten
einer geschlossemen Figur bei ihrer Fortbewegung beschreiben,
ist allemal null.“

Aus den Sitzen dieses und des vorigen § folgt, vermittelst der im
der allgemeinen Formenlehre § 9. entwickelten Begriffe, dass die-
Jjenige Verkniipfung der beiden Strecken a und b, deren Ergebuiss
der durch die Bewegung der ersten um die zweite erzeugte Flichen-
raum ist, eine multiplikative sei, weil, wie sich sogleich zeigt, die-
jenige Beziehung zur Addition fir sie gilt, welche eine Verkntipfung
als multiplikative bestimmt. Numlich wihlen wir fir den Augen-
blick noch das allgemeine Verkn#ipfungszeichen (~) zur Bezeichnung
jener Verknitpfungsweise, und schreiben die bewegte Strecke voran,
s0 hat man nach dem vorigen §

a~(b4c)==a~b-t}-a-~c
und nach den Sitzen dieses §

(b4c)ra=b~a—c~a.
Und dies waren nach § 9. die Beziehungen, welche eine Verknt-
pfung als multiplikative bestimmen. Die besondere Eigenthtimlich-
keit dieser Multiplikation und die darauf begrtindete Benennungs-
und Bezeichnungsweise wollen wir in der streng wissenschaftlichen

Darstellung angeben.
4
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§ 30. In der hier dargestellten Beziehung liegt die beredteste
Rechtfertigung des von uns im vorigen Kapitel aufgestellten Addi-
tionsbegriffes. In der That, wenn man eine (leichung Lat, deren
Glieder Strecken in derselben Ebene, aber von ungleicher Richtung
sind, und welche nicht mehr gilt, wenn man statt der Strecken ihre
Lingen setzt, und so die Gleichung zu einer algebraischen macht, so
konnen wir diese scheinbare Disharmonie zwischen geometrischen
und algebraischen Gleichungen sogleich aufheben, wenn wir das
ganze System jener Strecken in derselben Ebene fortbewegen, und
die dadurch entstehenden Flichenrfume in die Gleichung einfihren,
oder anders ausgedriickt, wenn wir die Gleichung mit einer Strecke
derselben Ebene multipliciren. Fir die so entstehenden Fléchen-
rdume gilt nun, wie wir so eben nachwiesen, die angenommene
Gleichung auch in algebraischer Weise, sobald man nur das an-
gegebene Zeichengesetz beobachtet. Auch ist klar, dass erst jetzt,
da die Flichenriiume als Theile derselben Ebene einander gleichartig
geworden sind, der Begriff der algebraischen Addition anwendbar
gein kann. Jene scheinbare Disharmonie besteht indessen noch
fort, wenn die Strecken nicht alle in einer Ebene lagen, eben weil
dann die durch Fortbewegung entstandenen Flichenrume auch ver-
schiedenen Ebenen angehtren, und also selbst noch als verschieden-
artig angesehen werden miissen. Offenbar wird diese Verschieden-
artigkeit nun aber aufgehoben, wenn man die Gesammtheit jener
Flichenriume noch nach einer andern Richtung bewegt, und die da-
durch entstehenden Korperrdume betrachtet, da diese, als demselben
Einen unendlichen Raume angehtrig, einander gleichartig sind. Und
man Ubersieht leicht genug, dass, wenn man von der Gleichheit der
Spathe (Parallelepipeda)*), welche zwischen denselben parallelen
Ebenen liegen, ausgeht, man auf gleiche Weise flir sie, wie vorher
fir die Spathecke (Parallelogramme), die algebraische Giltigkeit
der auf die angegebene Weise entstandenen Gleichungen beweisen,
und fiberhaupt die den obigen entsprechenden Sitze aufstellen kann.
Nachdem wir so den Begriff der Multiplikation fiir die Geometrie
zur Anschauung gebracht haben, so konnen wir nun zu unserer

*) Der Ausdruck Spath statt Parallelepidum bedarf wohl kaum einer
Rechtfertigung, aus ihm ist der Name Spatheck hergeleitet.
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‘Wissenschaft zurtickkehren, um in ihr den rein abstrakien, von aller
Betrachtung des Raumes unabhiingigen Weg zu verfolgen.

§ 31. Im ersten Kapitel betrachtoten wir die Ausdehnungen,
wie sie durch einfache Erzeugung aus dem Elemente hervorgingen ;
und die Verkntipfung dieser Ausdehnungen, sofern dadurch wieder
Ausdehnungen derselben Gattung, d. h. solche, die ihrerseits wie-
der durch einfache Erzeugung aus dem Elemente ableitbar sind,
entstanden, haben wir vollstindig der Betrachtung unterworfen,
und nachgewiesen, dass dieselbe als Addition oder Subtraktion
aufzufassen sei. Die weitere Entwickelung fordert also die Erzeu-
gung neuer Gattungen der Ausdehnung. Die Art dieser Erzeugung
ergiebt sich sogleich analog der Art, wie aus dem Elemente die
Avusdehnung erster Stufe erzeugt wurde, indem man nun auf gleiche
Weise die simmtlichen Elemente einer Strecke wiederum einer
andern Erzeugung unterwerfen kann; und zwar fordert die Em-
fachheit der neu zu erzeugenden Grisse die Gleichheit der Erzeu-
gungsweise fiir alle Elemente, d. h. dass alle Elemente jener
Strecke a eine gleiche Strecke b beschreiben. Die eine Strecke a
erscheint hier als die erzeugende, die andere b als das Maass der
Erzeugung, und das Ergebniss der Erzengung ist, wenn a und b .-
ungleichartig sind, ein Theil des durch a und b bestimmten Syste-
mes zweiter Stufe, muss also als Ausdehnung zweiter Stufe aufge-
fasst werden. Wollen wir nun, wie es der Gang der Wissenschaft
fordert, dass die Ausdehnung zweiter Stufe zu dem System zweiter
Stafe dieselbe Beziehung haben soll, wie die Ausdehnung erster
Stufe zu dem System erster Stufe, so muss zuerst das System
zweiter Stufe als ein einfaches, d. h. aus gleichartigen Theilen be-
stehendes angesehen, und in diesem Sinne die Ausdehnung zwei-
ter Stufe als Theil dieses Systems und als wieder Theile desselben
in sich enthaltend aufgefasst werden, woraus denn folgt, dass zwei
Ausdehnungen zweiter Stufe, welche demselben Systeme zweiter
Stufe angehtren, als gleichartig erscheinen und daher, wenn sie
in demselben Sinne erzeugt sind, zur Summe die Vereinigung bei-
der zu Einem Ganzen haben. Wir bezeichnen nun das auf diese
Woeise aus a und b entstandene Erzeugniss vorliufig, nimlich so
lange, bis wir die Art dieser Verkniipfung nither bestimmt haben,

mit a~b, und verstehen vorliufig ,unter a~b, wo a und b Strecken
. 40



52 Aeussere Multiplikation der Strecken. § 32

sind, diejenige Ausdehnung, welche erseugt wird, wenn jedes
Element von a die Streeke b erzeugt, und zwar diese Ausdehnung
als ein den ibrigen gleichartiger Theil des Systemes zweiter Stufe
aufgefasst.” Diese Definition dehnen wir nun auf beliebig viele
Glieder aus, und verstehen vorldufig: ,unter a~b-~c..., wo a, b, c...
beliebig viele, etwa n, Strecken sind, diejenige Ausdehnung, welche
entsteht, wenn jedes Element von a die Strecke b erzeugt, jedes
der so entstandenen Elemente die Strecke ¢ erzeugt u.s. w., und
gwar diese Ausdehnung als allen itbrigen Theilen desselben Systemes
n-ter Stufe gleichartig gesetst. Wir nennen die so erzeugte Aus-
dehnung eine Ausdehnung n-ter Stufe.“ ,

§ 82. Da die Ausdehnungen n-ter Stufe, sofern sie dem-
selben Systeme n-ter Stufe angehtren, einander gleichartig gesetat
wurden, so gilt fiir sie der Begriff, den wir in § 8 fiir die Summe .
des Gleichartigen aufgestellt haben, dass sie¢ nimlich, weunn das
Gleichartige auch in gleichem (nicht entgegengesetstem) Sinne er-
gougt ist, das Ganze sei, zu dem jene gleichartigen Summanden
dis Theile bilden. Somit gelten auch simmtliche Gesetze der
Addition und Subtraktion fiir diese Verkniipfung der gleichartigen
Ausdehnungen. Um daher die Beziehung der im vorigen Paragra-
phen dargestellten neuen Verkniipfungsweise zur Addition aufrua-
fassen, werden wir zuniichst die Addition gleichartiger Grissen in
Betracht zichen. Es ergiebt sich hier unmittelbar, wean A und A,
zwei gleichartige und zwar auch in gleichem Sinne erzeugte Aus-
dehnungsgroseen von beliebiger Stufe sind, und b eine Strecke dar-
stellt, dass allemal

(A4-A,)~b=A-b4-A;-b
ist, wo auch wiederam A-~b uad A;-~b gleichartig sind, und wo
des Verknilpfungsseichen die neue Verkniipfungsweise darstellen
soll. Da niimlich (A4-A;) das Ganze ist aus A und A,, so bedeutet
(A+4-A;)~b die Gesammtheit der Elemente, welche entstehen, wenn
jedes Klement von A und von A, die Strecke b erzeugt, oder, was
dasselbe bedeutet, wenn jedes Element von A die Strecke b erzeugt
und ebenso jedes Element von A,, d. h.: es ist gleich A~b—-{-A;~b.
Ebensgo folgt aber auch, dass

A~ (bf-by)=A ~b4-A-~b,
ist, wemn b und b, in gleichem Sinne erzeugt sind. Denn A ~(b-}-b,)
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bedentet die Gesammtheit der Elemente, welche hervorgehen, wenu
jedes Element von A die Strecke (b—-b,) erzeugt, d. h. wenn
jedes Element von A zuerst die Strecke b eraeugt, und dasn jedes
der um b geinderten Elemente von A die Strecke b, erzeugt.
‘Wenn zuerst jedes Element von A die Strecke b erzeugt, so ist
die Gesammtheit der so erzeugtem Elemente A-~b; alsdann selk
jedes der Elemente von A, nachdem es sich um b gekndert hat,
die Strecke by erzeugen. Nun haben wir aber in § 20 gezeigt,
dsss, wenn alle Blemente einer Strecke sich um gleich viel 4¥n-
dern, die so hervorgehende Sireeke der ersteren gleich sei. Das-
selbe werden wir nun auch auf Ausdehnungen beliebiger Stufen
iibertragen kimnen, da diesse n#mlich als Verkntipfungen von
Streeken dargestellt sind, also als gleich betrachtet werden miissen,
wenn die Strecken es sind, durch deren Verkntipfung sie gebildet
sind. Alse wird die Ausdehnungsgyisee A, nachdem sich alle ihre
Elemente um b gesindert haben, noch sich selbst gleich geblieben
sein. Weun also alle Elemente ven A, nachdem sie sich um b
gedndert haben, die Strecke b, erzeugen, so wird dieselbe Aus-
dehnungsgrisse hervorgehen, als wenn alle Elemente von A wnmit-
telbar die Strecke b, erzeugt hiitten, d. h. es wird die Auadeh-
nungsgrosse A~b, hervorgehen. Also werden im Ganzen die Aus~
dehnungen A~b und A-~b, erzeugt, und jhre Gesammtheit wird
gleich A~(b-}b,) sein, d. h.
A-(b+by)=A~b-} A~b,.

Es ist klar, dass man durch wiederholte Anwendung dieses Be-
ziechungsgesetzes dasselbe auf beliebig viele Faktoren ausdehnen
kann. Da dies Gesetz nach § 10 das Grundgesetn der Multipbkation.
ist, so werden wir sagen, die neue Verkniipfungsweise habe zur Ad-~
dition des in gleichem Sinne erzeugten die multiplikative Beziehung,
somit werden auch alle daraus abgeleiteten Gesetze (§ 10) hier
gelten, und namentlich das Grundgesetz auch bestehen blailien,
wenn ainige der Grissen negativ, also mit dem positiven in emt-
gegengesctstem Sinme erzeugt sind. Nun haben wir das in gleichem
und das in entgegengesetztem Sinne erzeugte unter dem Namew
des Gleichartigen zusammengefasst (§ 8), und werden also sagen
ktnnen, unsere Verkniipfungsweise habe iiberhaupt zur Addition
des Gleichartigen die Beziehung, welehe der Multiplikation im
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Verhiiltniss zur Addition zukomme*). Hiermit ist nun unsere
Verkntipfung nach § 12 als Multiplikation nachgewiesen, und wir
fuhren daher fir sie auch sogleich die multiplikative Bezeichnung
ein. Es ergiebt sich nun unmittelbar aus dem im vorigen § ge-
gebenen Begriffe dieser Verknilpfungsweise, ,dass ein Produkt, in
welchem zwei Faktoren gleichartig, oder iiberbaupt in welchem die
n Faktoren von einander abhiingig sind, d. h. einem System von
niederer Stufe als der n-ten angehtren, als null zu betrachten
ist;“ hierzu gehort auch der Fall, wo einer der Faktoren null ist,
sofern einerseits die Null immer als abhiingig gedacht werden kann,
andererseits das mit ihr gebildete Produkt null ist. Aber auch
umgekehrt folgt, ,dass, wenn die Faktoren von einander unabhiin-
gig sind, das Produkt immer einen geltenden Werth habe,“ indem
es dann einen bestimmten Theil jenes Systemes n-ter Stufe dar-
stellt. Es bleibt uns nur noch tibrig, zu zeigen, dass jene Be-
siehung auch fir die Addition ungleichartiger Strecken giltig sei.
Dies darzuthun, soll nun die Aufgabe der folgenden Paragraphen
sein.

§ 33. Diese allgemeine Beziehung beruht bei zwei Faktoren
wesentlich auf dem Batze, dass wenn b und b, gleichartige Strecken
sind, '

(a-}by).b=a.b, und b.(a-}b)) =b.a
sei. Es sei, um dies zu erweisen, a =[ef], wo @ und § Elemente
sind (vergl. Fig. 10), und by ==(fy] also a-by = [ay] nach der
Definition der Summe (§ 19). Ferner sei
b [ae’] =B8] = 7.

Nach dieser Bezeichnung ist nun die Ausdehnung [@gf8e], wenn
wir darunter die von den Strecken «f, 88, o', a’a begrinzte
Ausdehnung verstehen, gleich a.b und die Ausdehnung [eyye’]
gleich [ay].b, d. h. gleich (a-}by).b, und die Gleichheit dieser
beiden Ausdehnungen bleibt also zu erweisen. Vermige der vor-
ausgesetzten Gleichartigkeit von b und b, sind 2, y, £, ¢ Ele-
mente desselben Systemes erster Stufe, und wenn wir zunkichst
voraussetzen, dass b und b; auch in gleiehem Sinne erzeugt sind

*) Vergl. hier iiberall § 12, wo das gleiche Eingehen der Theile in die
Verkntipfang zum Princip der Entwickelung gemacht ist.
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(8§ 8), so .ist [fy] in gleichem Siane erseugt mit [ry], d. h. y
liegt swischen 8 und y'*), und ebenso ist [#F] in gleichem Sinne
erzeugt mit [f7y’], weil n#mlich dies letstere nach § 20 gleich
[By] ist, also liegt auch & zwischen denselben beiden Elementen
# und ¥, und diese letztern sind also die &ussersten von den ge-
nannten vieren. Daraus folgt, dass

[aff &] = [afy &] — [ FY]
[ery @] =[afy'a] —[fy]

sei. Nun sind aber die Ausdehnungen afly und o'’y einander
gleich, weil die letatere aus der ersteren durch Aenderung aller
Elemente um die Strecke b hervorgeht, und dabei nach § 20 alle
Strecken gleich bleiben, also auch die Ausdehnungen zweiter Stufe,
indem jede solche nur eine Gesammtheit von Strecken darstellt.
Somit werden auch die Ausdehnungen [@ff'e¢’] und [ayy'«’] ein-
ander gleich sein, da sie aus dem Gleichen auf dieselbe Weise
entstanden sind ; d. h..

und

a.bms(a-by).b**).
Dieser Beweis ist zunfichst nur fir den Fall gefthrt, dass b und b,
in gleichem Sinne erzeugt sind; um die Giltigkeit desselben Ge-
setzes auch fiir den Fall der in entgegengesetztem Sinne erfolgten
Erzeugung darzuthun, sei a4-by==c, so ist a=m¢c—b, und wir
erhalten

¢.be=(c—by).b oder ==(c+4(—by)).b,
d. h. das eben dargestellte Gesetz gilt anch, wenn die eben durch
b und b; bezeichneten Strecken in entgegengesetztem Sinne er-
seugt sind, also tberhaupt, wenn sie gleichartig sind. Ganz genau
auf dieselbe Weise folgt nun auch, dass, wenn b und b, gleichartig
sind, auch

b.(a4bg)==b.a

sei. Ist hier a gleich null, so bat man b.b, gleich null; d. h.
das Produkt zweier gleichartigen Strecken ist null wie- dies auch
aus dem Begriff unmittelbar hervorgelit.

*) Die Bedeutung des hier gebrauchten bildlichen Ausdrucks in der
abstrakten Wissenschaft ist wohl an sich klar.
**) Es ist leicht zu sehen, dass dies nur der auf die abstrakte Wissen-
schaft iibertragene Beweis fiir den entsprechenden geometrischen Satz ist.
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§ 34. Dasselbe lisst sich nun auch erweisen, wenn in einem
Produkte ans mehreren Faktoren irgend zwei auf einander folgende
Faktoren auf die angegebene Weise zerstiickt sind. Numlich da das
Oleiche mit dem Gleichen auf dieselbe Weise verkniipft wieder
Gleiches giebt (§ 1), so muss auch, wenn P irgend eine Faktoren-
reihe bezeichnet o

(a+by).b.P=a.b.P
sein. Demniichst lisst sich zeigen, dass bei Vertauschung der
Faktoren der absolute Werth derselbe bleibt. Nimlich a.b.c....
bedeutet die Ausdehnung, welche aus einem als Ursprungselement
gesotzien Elemente dadurch hervorgeht, dass dasselbe zuerst .die
Strecke a erzeugt, dann jedes Element dieser Strecke die Strecke
b, dann jedes so entstandene Element die Strecke ¢ erzengt u. 8. w.
Alle Elemente der so gebildeten Ausdehnung gehen somit aus
dem angenommenen Ursprungselemente durch Aenderungen her-
vor, welche mit a, b, ¢,... gleichartig sind, aber deren Grisse
nicht {iberschreiten, und die Gesammtheit der so ersemgbaren
Elemente ist eben jene Ausdehnung. - Da es nun auch fiir's Resultat
gleichgtiltig ist, i welcher Reihenfolge diese Aenderuagen sich
‘ap einander schliessen (§ 17), so wird man von dempelben Ur-
sprungselemente aus bei beliebiger Reihenfolge der Faktoxen
a, b, e,... stets zu derselben Gesammtheit von Elementen ge-
langen, welche die Ausdehnung konstituiren; d. h. alle solche Pro-
dukte werden denselben absoluten Werth darstellen. Es werden
algo die frither fiir die ersten beiden Faktoren solcher Produite
exwiesenen (resetze fiir je awei apdere Faktoren auch gelten, so-
fern nur die Vorzeichen entsprechend gewihlt werden diirfen. Die
Voracichen konnen nur im so fern willkiirlich gewiihlt werden, ads
sie noch nicht durch Definitionen bestimmt sind. Auf dieselbe
‘Weise nun, wie wir fiir zwei Faktoren die Zeichen nur so wihlen
kannten, dass auch dem Zeichen nach
(#+1by).b=a.bund a.(b}a)=a.b
wurde, auf dieselbe Weise werden wir auch, wenn beliebig viele
Faktoren vorhergehen, diese Zeichenbestimmung festhalten, und
also nicht nur dem absoluten Werthe nach, sondern auch dem
Zeichen nach ’
P.(a<by).b=P.a.b usd P.a.(b}a)==P.a.b
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setsen miissen, wo P ein Produkt von beliebig vielen Faktoren vor-
stellt. Da dieselbe Beziehung auch fortbesteht, wenn noch beliebig
viele Faktoren folgen, so haben wir fiir diese hesondere Art der Mul-
tiplikation das Gesets gewonnen, dass man, wemn ein Faktor einen
Summanden enthillt, welcher mit éimem der angrinzenden Faktoren
gleichartig ist, diesen Summanden weglassen kann, worin denn schen:
liegt, dass, wenn zwei aneinander gringende Fakioren gleichartig
werden, das Produkt null wird. Dies Gesetz, in Verbindung mit der
allgemeinen multiplikativen Beziehung zur Addition des Gleichar-
tigen, bedingt alle ferncren Gesetse dieser besonderen Art der Mul-
tiplikatien, die wir hier betrachten, und kann daher als Grundgesets:
fiir dieselbe aufgefasg werden. Wir mennen diese Art der Multiphi-
kation eine #ussere, und wihlen als specifisches Zaichen fir sie den
Punkt, wihrend wir das unmittelbare Ameinanderschreiben als all-
gemeine Multiplikationsbegeichnung festhalten *).

§ 35. Aus diesem Grundgesetze nun und jenem Besiehungs-
gesetze leiten wir die iibrigen Gesetze dieser Multiplikation auf rein
formelle Weise ab. Man hat durch Kombination beider, wenn P und
Q beliebige Faktorenreihen, a; und b, aber Strecken bezeichnen, die:
mit 2 und b gleichartig sind,

P.a4 a4 1b).5.Qe=P.(a 4 5).b.Q

=P.2.b.Q-}+P.8.b.Q
=P.a.b.Q4P.(3y 4+ b).».Q;
oder da a;, - by jede Strecke vorstallen kann, welche in dem dureh
a und b bestimmten Systeme zweiter Stufe liegt (nach dem Begriffe
dieses Systems **)), so hat man, so lange a, b ¢ demselben Systeme
aweiter Stufe angehoren,
P.(a-}¢).b.Q=P.a.b.Q 4+ P.c.b.Q;
d. h. es gilt auch fir diesen Fall noch die allgemeine multiplikadive-
Beziehung zur Addition. Hieraus nun folgt sogleich, dass
P.a.h.Q=—P.b.a.Q

*) Ich habe hier die in der ersten Auflage gewiihite Beseichnung bei~
behalten. In der Ausdehnungslehre von 1862, so wie in meinen spiiteren
Arbeiten habe ich fiir die &ussere Multiplikation, wie iiberhaupt fiix die auf
ein Hauptgebiet besiigliche, die schaxfe Klammer als charakteriatisehe Ber
zeichnung gewihlt. (1877.)

**) Vergl. § 16.
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ist, oder dass man zwei an einander griinzende Faktoren eines fusseren
Produktes, wenn sie Strecken sind, nur mit Zeichenwechsel ver-
tauschen darf. In der That, da
P.a-Db).(a+1b).Q=0
ist, weil zwei aneinander grinzende Faktoren gleichartig sind; so
erhilt man mit Anwendung des so eben erwiesenen Gresetzes, und
weil P.a.a.Q und P.b.b.Q ebenfalls null sind,
P.a.b.Q+4 P.b.2a.Q=0,d. h.
P.a.b.Q=—P.b.2.Q.

Ieh werde dies merkwiirdige Resultat nachher noch ausfiihrlicher
durchgehen, um jetzt zu den wichtigen Folgerungen iibersugehen,
‘welche aus diesem Vertauschungsgesetze fliessen. KEs ergiebt sich
daraus, dass, wenn ein einfacher Faktor (so nennen wir nimlich einen
Faktor, der eine Ausdéhnung erster Stufe oder eine Strecke darstellt),
zwei solche Faktoren tiberspringt, das Produkt gleiches Zeichen be-
hiilt, indem die zweimalige Aenderung des Vorzeichens wieder zu
dem urspriinglichen Vorzeichen zuritckfithrt, also auch, dass tiber-
haupt, wenn ein einfacher Faktor eine gerade Anzahl einfacher Fak-
‘toren tiberspringt, das Vorzeichen des Produktes dasselbe bleibt, hin-
gegen, wenn eine ungerade, sich in das entgegengesetzte verwandeln
muss, sobald der ganze Ausdruck denselben Werth behalten soll.
Somit mtissen die Gesetze, welche fir zwei an einander griinzende
Faktoren gelten, auch fir getrennte fortbestehen; denn man kann
den einen der beiden getrennten Faktoren an den andern heranrticken,
wobei sich das Vorzeichen entweder #ndert oder nicht, je nachdem
er dabei eine ungerade oder gerade Anzahl einfacher Faktoren iiber-
springt, kann nun die Gesetze, die fir zwei an einander grinzende
Faktoren gelten, anwenden, und dann in allen Produkten wieder
Jjenen Faktor auf seine alte Stelle zuriickriicken, wobei das Vor-
zeichen offenbar jedesmal wieder das urspriingliche werden muss*).
Also wenn irgend zwei einfache Faktoren eines Produktes aus Stiicken
bestehen, welche demselben Systeme zweiter Stufe angehoren, so gilt
das Beziehungsgesetz der Multiplikation zur Addition, und da, wenn

*) Denn kinderte es sich vorher nicht, so lindert es sich auch jetzt
nicht, da der Faktor wieder dieselbe Faktorenzahl {iberspringt; #nderte es
sich vorher aber, so #indert es sich jetzt wieder (aus demselben Grunde), wird
also wieder das urspriingliche.
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zwei einfache Faktoren gleichartig werden, nach § 33. das Produkt
null ist, so folgt, dass man Stiicke, welche den ibrigen Faktoren
gleichartig sind, aus einem Faktor weglassen oder ihm hinzufiigen
kann, ohne den Werth des Produktes zu #ndern. Daraus folgt so-
gleich, was auch schon nach § 32. aus dem Begriffe hervorging, dase
das Produkt von n Strecken, die von einander abhiingig sind, nullist;
denn eine derselben muss sich dann als Samme von Stticken darstellen
lassen, die den andern gleichartig sind; und diese kann man dann
nach dem eben erwiesenen Satze in dem Produkte weglassen; also
statt jener Summe null setzen, wodurch das Produkt selbst null wird.
§ 36. Aus dem Hauptsatze des vorigen § folgt der allgemeine
Satz, dass, ,
pwenn in einem Produkte von n einfachen Faktoren einer der-
selben zersttickt ist, und zwar so, dass alle Faktoren und Stiicke
demselben Systeme n-ter Stufe angehdren, die multiplikative
Beziehung noch fortbesteht.*
Denn es sei a.b...... (p + q) dies Produkt, in welchem die (n -4~ 1)
Strecken a#b,....p, q demselben Systeme n-ter Stufe angehtren
sollen. Zuerst wollen wir annehmen, dass ein Stitck des letzten Fak--
tors nebst den simmtlichen #brigen Faktoren n unabhiingige Strecken
darstellen, d. h. dass sie nicht einem System niederer Stufe (als der
n-ten) angehdren sollen. Also dies Stiick des letsten Faktors sei p
angenommen, so muss nach § 20 sich q als eine Summe von Stiicken
darstellen lassen, welche jenen Strecken gleichartig sind, also

gesetst werden kinnen, wenn a4, by,....p; beziehlich den Strecken
a, b,...p gleichartig sind. Dann hat man, da a,, by,..., als den
iibrigen Faktoren des Produktes a.b...(p -} q) gleichartig, in dem -
letsten weggelassen werden kbnnen,

a.b.....p0+ @ =a.b.....(p+py)
und dies ist nach § 32, da p und p, gleichartig sind,
==a.b...... p-+a.b...... Pt;

oder da man in dem letzteren Produkte wieder dem Faktor p, die
Summanden a; - by <}-...hinzuftigen, also statt p; wieder q setzen
kann, 80 hat man

a.b...... P+ @) ==a.b..... p+a.b...... q
Die Giltigkeit dieser Gleichung ist zuniichst nur bewiesen fir den
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Fall, dass a, b, ... und eine der Btrecken p oder q von einander un-
abhiingig sind, sind hingegen a, b,.... von einander abh¥ngig oder
diese swar unabhiingig-, aber beide Strecken p und q, also auch ihre
Summe von ihaen abhéingig, so werden beide Seiten jener Gleichung
null, weil die Produkte abhiingiger Strecken null sind; also besteht
auch fiir diesen Fall jene Gleichung; also besteht sie allgemein, so
lange in jemem Produkie von n Faktoren die simmtlichen Strecken
demselben Systeme n-ter Stufe angehéren. Da aber nur in diesem
Falle die Glieder der rechten Seite gleichartig sind, und bei hdheren
Stufen der Begriff der Addition nur fiir gleichartige Swmmanden fost-
gesetst ist, so haben wir die mmitiplikative Beziehung unserer Ver-
kniipfungsweise zur Addition, so weit diese begrifflich bestimmt ist,"
vollstindig dargethar; und es werden also alle Gesetze dieser Be-
zichung (s. § 10.) hier gelten. Sollte sich spiterhin ein erweiterter
Begriff der Addition ergeben, so wiirde eine solche Verkntipfung nicht
eher als Addition festgestellt sein, als bis auch ihre additive Be-
ziehung zu der bisher dargelegten Multiplikation nachgewiesen ist.
— Ich habe schon oben (§ 34.) festgesetat, dass wir das®rodukt, zu
dem wir hier gelangt sind, ein Husseres nennen, indem wir mit
dieser Benennung andenten wollen, dass diese Art des Produktes nuw,
sefern die Faktoren auseinarder treien, und das Produkt eine neue
Aupdebnung darstellt, einen geltenden Werth hat, kingegen, wenn
die Faktoren in einander bleiben, gleich null gesetzt war®), Die
Resultate. der Entwickelung kinnex wir in folgendem Satze ru-
sammenfassen : ’
»Wenn man unter dem Husseren Produkte von n Strecken die-
jenige Ausdehnungsgrisse n-ter Stufe versteht, welche erzeugt
wird, wenn jedes Element der ersten Strecke die zweite erzengt,
jedes so erzeugte Element die dritte u. s. f., und zwar so, dass
jede Ausdehnungsgrisse n-ter Stufe als ein den iibrigen gleich-
artiger Theil des Systems n-ter Stufe aufgefasst wird, dem sie
angehdrt: so gelten fiir dasselbe, sofern Produkte aus n Fak-
toren nur innerhalb desselben Systemes n-ter Stufe betrachtet
werden, alle Gesetze, welche die Beziehung der Multiplikation

*) Wie diesem Husseren Produkt ein inneres gegeniiberstehe, habe ich
in dor Vorrede angedeutet. ,

%
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zur Addition und Subtraktion ausdriicker®, und ausserdem das

Gesetz, dass die einfachen Faktoren nur mit Zeichenwechsel

vertauschbar sind.“

§ 37. Wir haben nun hier den Zusammenbang der Multipli-
kation mit dem bisherigen Begriff der Additien vollstindig dar-
gelegt, und gohen daber zu dea Anweadungen tiber. Die Anwendung
auf die Geometrie haben wir der Hauptsache nach in § 38—30D ver-
weggenommen. Wir haben jedoch noeh die jetrt eimgefitheten Be-
nennuagen und Beseichnungen auf jeme Darstellung zu tibertragen.
Es erscheint danach nun der Flichenraum des Spatheeks (Paralielo-
gramms) als Husseres Produkt zweier Strecken, wenn man nimlich

“sugleich die Ebene mit festhitlt, welcher daesselbe angehirt, und
ebenso der Kérperraum des Spathes (Paralellelepipedons) als &usseres
Produkt dreier Strecken, ohne dass man hier nithig hat, eine Be-
stimmung hinzuzufiigen, da der Raum stets ein und derselbe ist.
Jene zwei Strecken bildeten dann die Seiten des Spathecks, und diese
drei die Kanten des Spathes, und zwar nahmen wir dort die Strecks,
durch deren Bewegung das Spatheck entstand, als ersten, die die Be-
wegung messende als zweiten Faktor an, and setzten zwei Spathecke
als gleich bezeichnet, wenn der zweite Faktor vom ersten aus be-
trachtot nach derselben Seite hin liegt, wenn nach entgegengesstater,
als entgegengesetzt bezeichnet. Hierin liegt schon das Gesetz, dass

a.b=—b.a
ist; denn wenn b von a aus betrachtet nach links liegt, so muss a von
b aus betrachtet nach rechts hin liegen und umgekehrt, Allein um
diesemn Vertauschungsgesetz, was die hier aufgestellte Multiplikation
auf eine so guffallende Weise von der gewthnlichen ausscheidet, eine
noch anschaulichere Basis zu geben, will ich auch jenes allgemeinere
Zeichengesetz, von dem dieses eime specielle Folgerung enthiilt, auf
geometrische Weise ableiten. Zuerst ist aus dem Begriff des Nega-
tiven klar, dass, wenn Grundseite und Hohenseite *) eines Spathecks
gleiche Richtungen**) beibehalten, auch der Flichenraum gleich-
Jbezeichnet bleibt, wie sich im Uebrigen auch jene Seiten vergrossern

*) Diesen Namen gebrauche ich in Ermangelung eines bessern, um die
der Grundseite anliegende (den zweiten Faktor) zu bezeichnen.

*%) Entgegengesetzte Richtungen werden natiirlich nicht als gleiche
gerechnet.
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oder verkleinern mdgen. Wenn ferner der Endpunkt der Hohenseite
in einer mit der Grundseite, oder der Endpunkt der Grundseite in
einer mit der Héhenseite parallelen Linie fortrtickt, withrend die
jedesmalige andere Seite dieselbe bleibt, so bleibt der Flicheninhalt
des Spathecks gleich, also auch gleichbezeichnet. Von diesen beiden
Voraussetzungen gehen wir aus, um die geometrische Begriindung
des allgemeinen Zeichengesetzes zu liefern. Zuniichst ist klar, dass
bei den angegebenen Verénderungen die Hihenseite von der Grund-
seite aus betrachtet stets nach derselben Seite hin liegend bleibt, d. h.
wenn man ruerst in der Richtung der Grundseite, und dann in der
der Hohenseite fortschreitet, so muss man in dem auf jene Weise ver-
#nderten Spatheck nach derselben Seite hin abbiegen, wie in dem ur-
spriinglichen. Da man nun durch jene Verinderungen, bei welchen
das Zeichen sich nicht #indert, die Hshenseite sowohl, als nachher die
Grundseite in jede beliebige Lage bringen kann (nur dass sie beide
nicht zusammenfallen diirfen), dabei aber immer die Hohenseite von
der Grundseite aus betrachtet nach derselben Seite hin Liegend bleibt,
und man endlich auch dieselben, wenn man ihre Richtungen festhilt,
beliebig vergrtssern und verkleinern kann, ohne dass sich das Vor-
zeichen #ndert, so folgt daraus, dass alle Spathecke, deren Hohen-
seiten von der Grundseite aus betrachtet nach derselben Seite hin
liegen, auch gleich bezeichnet sein mtissen. Dass nun umgekehrt
diejenigen Spathecke, in welchen die Hohenseiten von den Grund-
geiten aus betrachtet nach entgegengesetaten Seiten liegen, auch ent-
gegengesetzt bezeichnete Fliachenriume darstellen, folgt sogleich
nach dem so eben erwiesenen, wenn es nur fiir irgend zwei bewiesen
ist; fir a.b und a.(—Db) ergiebt sich dies aber sogleich aus dem
Begriff des negativen. Somit ist jenes allgemeine Zeichengesetz
auch auf rein geometrischem Wege vollstindig erwiesen. Fiir
Spathe wirden wir auf ganz entsprechende Weise, wenn wir
hier die erste, zweite und dritte Kante unterscheiden, das Gesetz
aufstellen knnen :
»Die Korperriume zweier Spathe sind gleich oder entgegen-
gesetzt bezeichnet, je nachdem (um es in einem Bilde aus-
zudriicken), wenn man den Kérper in die Richtung der ersten
Kante gestellt denkt (die Fiisse nach deren Anfangspunkt zu,
den Kopf nach dem Endpunkt), man, um von der Richtung der
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sweiten Kante in die der dritten tiberzugehen, nach derselben,

aoder nach verschiedenen Seiten abbiegen muss.“

§ 38. Um hiervon noch eine anschaulichere Idee zu geben,
wollen wir die Aufgabe stellen:

nEin Spatheck in ein ihm gleiches (und gleich beseichnetes) zw

verwandeln, dessen Grundseite (in derselben Ebene) gegeben

ist, aber der des gegebenen Spathecks nicht parallel ist.“
Es sei «f die Grundseite, ay die Hohenseite des gegebenen Spath-
ecks, «d die Grundseite des gesuchten (vergl. Fig. 11.).

Man ziehe von @ die Parallele mit fd, von y mit «f, und
nenne den Durchschnitt beider s: so ist @& die Hohenseite eines.
solchen Spathecks, welches der Aufgabe Geniige leistet. Demn es
ist

[af]. [ar] = [af] . [as],
weil ys mit af parallel ist, und

(28] [ee] = [ed] . ],
weil 3J parallel a¢ ist. Also auch in der That

- [ad]. [as]=[af]. [a7].
Wollte man die gesammte Schaar der Spathecke haben, welche der
Aufgabe gentigen, so hiitte man noch von & mit ad die Parallele ma
ziehen, und den Punkt s in dieser Parallelen veriinderlich zu setzen.
— Wendet man diese Auflésung auf den Fall an, dass die Grund-
seite des gesuchten Parallelogramms der Hohenseite des gegebenen
identisch ist, so gelangt man durch reine Konstruktion zu der Formel
a.b=—>b.a.

In der That fillt dann J auf y (vergl. Fig. 11, b), und sieht man
dann von & die Parallele mit «d, welche af in &, schneide, so tiber-
geugt man sich leicht, dass

(e8] = [Ber] = — [af]
ist, und die obige Auflssung ergab

(@8] [ay] = [er] . [xs] = [e7] . [@8y] 5
also statt as,, seinen Werth — [af] gesetzt, und das negative Zeichen
dem ganzen Produkte beigelegt,
[@B]. [ay] = [ay] . — [af] =
=— [ay]. [B].

Da man sich dies Gesetz des Zeichenwechsels bei der Vertauschung
der Faktoren. eines 4usseren Produktes nicht fest genug einprigen
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kann, indem es den gewthnlichen Vorstellungen su widerstreiten
scheint, so will ich noch auf eine Analogie hindeuten, welehe aber
hier nur als Abschweifung aufgefasst sein will. Niumlich den
Fliicheninhalt eines Spathecks a.b kann man, wenn der von a und
b eingeschlossene Winkel mit (ab) und die Lingen der Btrecken a
und b mit a und b bezeichnet werden, ausdriicken durch die
Formel: -

a.b = a b sin (ab), und

b.a =b a sin (ba),
wo das Produkt der Liingen das gewthnliche, alsoa b=="» a ist.
Da nun die Winkel (ab) und (ba) entgegengesetat sind, und die
Sinusse entgegengesetzter Winkel gleichfalls entgegengesetzt sind,
80 ist

sin (ab) = — sin (ba),
und also auch hiernach
a.b=—D>D.a.

§ 39. Mit der hier gegebenen Entwickelung steht nun die
Darstellung des Rechtecks durch das Produkt seiner Seitenliingen
aicht im Widerspruch, sobald man nur die blossen Seitenlingen,
in irgend einem gemeinschafilichen Maass gemessen, als Faktoren
dieses Produktes festhilt, und nur meint, dass der absolute (vom
Zeichen unabhingige) Flichenraum des Rechtecks so oft das Qua-
drat dieses Maasses enthalten solle, als das Produkt jener Zahlen
betrtigt. Will man aber damit noch mehr ausdrticken, und nament-
lich behsupten, dass der Flichenraum jenes Rechtecks an sich,
d. h. auch seinem Zeichen nach, dem Produkt jener Seiten gleich-
gesetzt werden kinne, so steht dies, wenn man eben fiir das Pro-
dukt noch die Eigenthtimlichkeit des algebraischen Produktes fest-
halten will (wie bisher immer geschehen ist), mit dem so eben
erwiesenen Wahrheiten in offenbarem Widerspruch. Es erscheint
vielnehr das Parallelogramm (also auch das Rechteck) noth-
wendiger Weise als ein solches Produkt seiner Seiten, in welchem
die Vertauschung seiner Faktoren nur mit Zeichenwechsel stattfinden
konne. Wie leicht iibrigens diese Auffassung iiber bedeutende
Schwierigkeiten, unter welchen sich selbst die ausgezeichnetsten
Mathematiker bisweilen verwirrt haben, hinweghilft, wird sich durch
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folgendes Beispiel zeigen. La Grange fithrt in seiner méc. anal. *)
einen Satz von Varignon an, dessen er sich zur Verkntipfung der
verschiedenen Principien der Statik bedient, und welcher nach ihm
darin besteht: ,dass, wenn man von irgend einem in der Ebene
eines Parallelogramms genommenen Punkte Perpendikel fillt auf
die Diagonale und auf die beiden Seiten, welche diese Diagonale
einfassen (comprennent), das Produkt der Diagonale in jhre Perpen-
dikel gleich ist der Summe der Produkte beider Seiten in ihre
beziehlichen Perpendikel, wenn der Punkt ausserhalb des Parallelo-
gramms (hore du parallelogramme) fullt, oder ihrem Unter-
schiede, wenn er innerhalb des Parallelogramms fillt.* Dieser
Satz ist, wie sich sogleich zeigen wird, unrichtig, indem das erstere
nicht stattfindet, wenn der Punkt ausserhalb des Parallelogramms
fillt, sondern wenn er ausserhalb der beiden Winkelriume fillt,
welche der von jenen beiden Seiten eingeschlossene Winkel und
sein Scheitelwinkel bilden, hingegen das letztere, wenn innerhalb.
Es versteht sich von selbst, dass das Produkt dabei im gewthn-
lichen, algebraischen Sinne genommen ist. Betrachtet man nun
aber jene Produkte nither, so stellen sie in der That die Flichen-
riume der Parallelogramme, welche jene beiden Seiten und die
Diagonale zu Grundseiten haben, und deren der Grundseite gegen-
tiberliegenden Seiten durch den angenommenen Punkt gehen, ihrem
absoluten Werthe nach, d. h. unabhingig vom Zeichen, dar. Hilt
man hingegen das Zeichen dieser Flichenriume fest, so gilt der
Satz ohne Unterscheidung der einzelnen Fille sogleich allgemein,
indem der Flichenraum, der die Diagonale zur Grundseite hat,
stets die Summe ist der Flichenriume, die die beiden andern
Seiten zu Grundseiten haben; und zwar ist der Beweis dieses Satzes
nach unserer Analyse auf der Stelle gegeben. Denn ist ad die
Diagonale des Parallelogramms, und sind ¢ und oy die beiden
sie einschliessenden Seiten, & endlich der willkithrliche Punkt,
80 ist
[ad] = [@f] +-[e1],

weil nimlich [#J] ==[ey] ist, und also nach dem einfachsten Maulti-
plikationsgesetz

*) P. 14 der nenen Ausgabe.
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[ad] . [as] = [f] . [ae] - [@7]. [as],
was zu erweisen war. Will man dann den Satz fiir absolute Flichen-
riiume aussprechen, so hat man nur die Fille zu unterscheiden, wo
der Punkt & von jenmen beiden Seiten des Parallelogramms aus be-
trachtet nach derselben, und wo nach verschiedenen Seiten hin liegt,
woraus sich dann leicht der Satz in der oben gegebenen verbesserten
Form ergiebt. ) ,

§ 40. Ich will die Anwendungen auf die Geometrie nun mit
der Losung der obigen Aufgabe (§ 38) fur den doyt nicht mit auf-
genommenen Fall schliessen, ni#mlich ein Spatheck in ein ihm
gleiches zu verwandeln, dessen Seiten mit denen des gegebenen
parallel sind, aber dessen eine Seite zugleich ihrer Linge nach
gegeben ist. Ich wilhle den Weg, wie ihn unsere Analyse dar-
bietet. Es sei a.b das gegebene Spatheck, a; die mit a parallele
Seite des gesuchten und by die gesuchte mit b parallele Seite desselben,
fur welche die Gleichung

a.b=a .by
bestehen soll, oder da &, .by = —b, . a, ist,
a.b4by.a=0.

Da man dem Faktor a das Sttick by, dem Faktor by das Sttick a hin-
zufiigen kany, weil diese Stticke mit dem jedesmuligen andern Faktor
gleichartig sind, also ihre Hinzufiigung das Produkt nicht &ndert, so
hat man

(a-by).b+(aby).8y=0,

(aBy). (3 ) =0,

d. h. (a-+b;) und (ay -+ b) miissen parallel sein. Hierin nun
liegt die folgende Konstruktion und deren Beweis; nimlich wenn
a=[ap], b=/[ay] ist (vergl. Fig. 11, ¢), und a; =[ad], wo
a, B, 0 in Einer geraden Linie liegen, so mache man ds gleich
lang und parallel mit ey, also [@s] gleich (a; | b), ziehe von @ die
Parallele mit @y, welche @s in { schneide, so ist [8{] die ge-
suchte Strecke b, ¥). '

oder

*) Es versteht sich von selbst, dass man diese Aufgabe auch l5sen kann
durch zweimalige Anwendung der in § 38 gegebenen Auflésung, indem man
eine nicht parallele Grundseite zu Hiilfe nimmt.
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§ 41. In der Statik und Mechanik wird der Begriff des
Hdusseren Produktes repriisentirt durch den Begriff des Momentes.
In der That, kénnen wir das Moment einer Kraft in Bezug auf einen
Punkt definiren als #usseres Produkt, dessen erster Faktor die
Strecke ist, welche von jenem Punkte (dem Beziehungspunkte) nach
einem Punkte der geraden Linie, in welcher die Kraft wirkt, ge-
zogen ist, und dessen zweiter Faktor die Strecke ist, welche die
Kraft darstellt. Ist also @ der Beziehungspunkt, « der Angriffs-
punkt, d. h. dar Punkt, welcher von der Kraft getrieben wird, p die
Strecke, welche die Kraft darstellt, so ist das Moment

[ee].p,
wobei nach den Gesetzen der #usserem Multiplikation einleuchtet,

dass es filr das Resultat gleichgiiltig ist, welchen Punkt in der

Wirkungslinie der Kraft man statt @ einfilhren mag; denn es sei &
ein anderer Punkt dieser Linie, also [@f] gleichartiz mit p, so
hat man
[e8].p = (lea] +[af]) .p=I[ee] .,
weil das Stick [@f], als dem zweiten Faktor gleichartig, nach
§ 35 weggelassen werden darf. TUnd eben so ist unter dem Mo-
mente einer Kraft, in Bezug auf eine Axe ¢ ¢ das Hussere Brbdukt :
aus 3 Faktoren verstanden, dessen erster Faktor die als Strecke
genommene Axe, dessen zweiter Faktor die Strecke von irgend
einem Punkt der Axe nach irgend einem Punkt in der Wirkungs-
linie der Kraft und dessen dritter Faktor die Kraft ist, also '
leo]. [oc] .3,
oder auch es ist das Produkt der als Strecke genommenen Axe in
das auf irgend einen Punkt der Axe beziigliche Moment der Kraft,
wobei wieder, aus denselben Griinden wie vorher, gleichgitltig ist,
welche Punkte man in jenen Linien auswihlt. Es erscheint also
das Moment einer Kraft in Bezug auf einen Punkt als Flichenraum
eines Spathecks, in Bezug auf eine Axe als Korperraum eines
Spathes, und dabei haben itberall zwei Kriifte, welche als Strecken
gleich sind, nur dann gleiche Momente, wenn sie auch in der-
selben geraden Linie wirken. Ferner versteben wir unter dem Ge-
sammtmoment mehrerer Kriifte, welche in derselben Ebene liegen,
in Bezug auf einen Punkt der Ebene die Summe aller auf jenen
Punkt beziiglichen Momente derselben, und ebenso unter dem
b*
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Gesammtmoment mehrerer Kriifte in Bezug auf eine Axe die
Summe aller auf diese Axe beztiglichen Momente. Da Kraft und
Bewegung nach § 25 und 26 durch dieselbe Strecke dargestellt
werden, indem die Kraft eben nur die der Bewegung supponirte,
und also ihr gleich zu setzende Ursache ist, so ist schon ohne
weiteres klar, was unter dem Moment der Bewegung und unter
dem Gesammtmoment mehrerer Bewegungen verstanden ist; doch
erinnern wir hier noch einmal daran, dass die Bewegung (nach § 26)
nur fiir die Masseneinheit der Geschwindigkeit gleich gesetzt werden
konne, und dass gleiche Bewegungen nur dann gleiche Momente
haben, wenn sie §gn derselben geraden Linie fortschreiten. —
Wie leicht sich nun vermittelst unserer Analyse hieraus alle all-
gemeinen Gesetze der Statik und Mechanik, welche sich auf’s Mo-
ment beziehen, ableiten lassen, wird die folgende Entwickelung
zur Geniige zeigen. Ich bemerke nur noch vorliufig, dass wir im
zweiten Abschnitte dieses Theils*) einen noch einfacheren Aus-
druck des Momentes und in dem n#chsten Kapitel (§ 57) eine Ver-
allgemeinerung des Begriffs des Gesammtmomentes kennen lernen
werden.

§ 42. Die Hauptsache bei der Anwendung des Begriffs des
Momentes ist, dass das Gesammtmoment aller inneren Kriifte in
Bezug auf jede beliebige Axe, und in Bezug auf jeden Punkt gleich
null ist; doch kionnen wir das letztere hier mur beweisen, wenn
alles in derselben Ebene liegt**). Man versteht néimlich unter
inneren Kriiften bekanntlich solche, welche sich paarweise in der
Art entsprechen, dass die Krifte jedes Paares in derselben geraden
Linie wirken und einander entgegengesetzt gleich sind; und wir
kénnen sogleich zeigen, dass die Momente jedes solchen Paares in
Bezug auf jeden Punkt und jede Axe zusammen null sind. In der
- That, betrachtet man z. B. in Bezug auf eine Axe jene beiden Mo-
mente, welche nach dem Friiheren #ussere Produkte aus drei Fak-
toren sind, so sind die beiden ersten Faktoren in beiden Produkten
vollkommen gleich, der erste Faktor als die gemeinschaftliche Axe
darstellend, der zweite als Verbindungsstrecke zwischen denselben

%) § 115,
*#) Der Beweis fiir den allgemeinen Fall folgt in § 57.
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Linien; der dritte aber, welcher die Kraft darstellt, ist entgegen-
gesetzt gleich; folglich sind auch beide Momente einander ent-
gegengetzt gleich, also ihre Summe null. Da mun das Gesammt-
moment jedes einzelnen Paares der inneren Krifte null ist, so ist
auch das aller Paare, d. b. aller inneren Kriifte null. Auf ganz
entsprechende Weise, wie wir dies in Bezug auf eine Axe dargethan
haben, ergiebt es sich auch in Bezug auf einen Punkt, wenn alles in
derselben Ebene liegt, weshalb wir uns dieses Beweises entschlagen
diirfen. .

§ 43. Da nun die einem Punkte mitgetheilte Bewegung stets
gleich ist der ihm mitgetheilten Kraft, so wird auch das Gesammt-
moment der einem Punktvereine innerhalb eines Zeitraums mitge-
theilten Bewegungen gleich dem Gesammtmoment der ihm wihrend
dieser Zeit mitgetheilten Krifte sein, und da das der inneren Kriifte
null ist, gleich dem Gesammtmomente der jenem Punktverein von
aussen mitgetheilten Kriifte, und zwar in Bezug auf jede beliebige
Axe, und, wenn die Krifte in derselben Ebene liegen, auch in Be-
zug auf jeden Punkt derselben. Dies Gesetz, was hier in einer
so einfachen Form erscheint, ist von der grissten Allgemeinheit
und iiberall aufs leichteste anwendbar. Soll z. B. Gleichgewicht
stattfinden; so miissen die mitgetheilten Bewegungen alle null
sein, also auch deren Gesammtmoment, und man hat also fur’s
Gleichgewicht die Bedingung, dass das Gesammtmoment der von
aussen mitgetheilten Kriifte in Bezug auf jede Axe null sein muss;
so auch namentlich bei festen Korpern, bei welchen die Krifte,
die den festen Zustand erhalten, als innere erscheinen. Ist aber
der feste Korper in einem Punkt oder in einer Linie befestigt, um
welche er sich frei schwenkt, so ist die Kraft, durch welche jemer
Punkt oder jene Linie desselben in ihrer festen Lage erhalten wird,
eine #Hussere, die aber nur als Widerstand leistende aufgefasst
und daher zunichst als unbekannte gesetzt wird. Man hat daher,
um die Bedingungsgleichung des Gleichgewichts zu finden, jene
unbekannte Kraft herauszuschaffen. Dies geschieht vermittelst
unserer Analyse auf's leichteste. Ist nimlich & der feste Punkt,
x die Widerstand leistende Kraft, welche diesen Punkt fest hilt,
so muss man die Axe (¢o), in Bezug auf welche man die Moment-
gleichung nimmt, so whhlen, dass das Moment der Kraft x ver-
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schwindet, d. h. [po].[oa].x =0 wird, fiir jeden beliebizen Werth
von x, d. h. es muss [po].[6a]==0 sein, oder die Axe @o muss
durch den Punkt @ gehen. Somit haben wir dann als Bedingung,
unter welcher nur Gleichgewicht stattfinden kann, dass das Ge-
sammtmoment der von aussen wirkenden Kriifte in Bezug auf jede
durch den befestigten Punkt gehende Axe null sein muss. Soll eine
Axe des Korpers befestigt sein, so kann man zwei befestigte Punkte
annehmen, also zwei Widerstand leistende Kri#ifte, welche heraus-
fallen, wenn die Axe, in Bezug auf welche die Moment-Gleichung
genommen wird, durch jene beiden Punkte zugleich gelegt wird ;
also hat man dann als Bedingung , unter welcher nur Gleichgewicht
stattfinden kann, dass das Gesammtmoment der von aussen wirkenden
Krifte in Bezug auf die befestigte Axe null sein muss.

§ 44. Wir haben in dem Begriff des Moments zugleich eine
schtne Bestitigung des Gesetzes, dass innerhalb derselben Ebene
das Hussere Produkt zweier Strecken sein Zeichen so lange bei-
behiilt, als der zweite Faktor vom ersten aus betrachtet nach der-
selben Beite hin liegt, im entgegengesetzten Falle aber sein Zeichen
#ndert. Denn betrachtet man Kriifte in einer Ebene, welche um
einen Punkt drehbar gedacht wird, so werden die Krifte sich dann
verstirken, wenn sie, vom Drehungspunkte aus betrachtet, nach
derselben Seite hin gerichtet sind, hingegen sich ganz oder theil-
weise aufheben, wenn nach entgegengesetzter; so dass in der That
durch den Begriff des Momentes, nach welchem die Natur selbst
verfihrt, jener Begriff des Husseren Produktes gerechtfertigt wird.

- . Ich glaube nun, dass das Anfangs auffallende Zeichengesetz durch

die ganze Reihe der Betrachtungen, wie wir sie in den verschieden-
artigsten Beziehungen angestellt haben, das Auffallende ganz ver-
loren hat, und vielmehr jetzt nicht nur als das begrifflich noth-
wendige, sondern auch als das durch die Natur selbst gerechtfertigte
und in ihr sich tiberall bewibrende erscheint.

§ 45. Dass nun die #ussere Multiplikation, da sie den Begriff
des Verschiedenartigen wesentlich voraussetzt, auf die Zahlenlehre
keine so unmittelbare Anwendung findet, wie auf die Geometrie und
' Mechanik, darf uns freilich nicht wundern, indem die Zahlen ihrem
Inhalte nach als gleichartige eracheinen. Aber desto interessanter
ist es, zu bemerken, wie in der Algebra, sobald an der Zahl noch
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die Art ihrer Verkniipfung mit andern Grossen festgehalten, und in
dieser Hinsicht die eine als von der andern formell verschiedenartig
aufgefasst wird, auch die Anwendbarkeit der #usseren Multiplikation
mit einer so schlagenden Entschiedenheit heraustritt, dass ich wohl
behaupten darf, es werde durch diese Anwendung auch die Algebra
eine wesentlich veriinderte Gtestalt gewinnen. Um hiervon eine Idee
zu geben, will ich n Gleichungen ersten Grades mit n Unbekannten
setzen, von der Form

a1 X+ agxp...... +a,xp=a,.

byx;+-byxg+4...... —+baxy, =h,

s1xyF s9x94...... ~+ 8pxp = 8y,
WO X4....Xp die Unbekannten seien. Hier knnen wir die Zahlen-
koefficienten,, welche verschiedenen Gleichungen angehren, sofern
wir diese Verschiedenheit an ihrem Begriff noch festhalten, als ver-
schiedenartig ansehen, und zwar alle als an sich verschiedenartig,
d. h. als unabhiingig in dem Sinne unserer Wissenschaft, die einer
und derselben Gleichung als unter sich in derselben Beziehung
gleichartig. Addiren wir nun in diesem Sinne alle n Gleichungen
und bezeichnen die Summe des Verschiedenartigen in dem Sinne
unserer Wissenschaft mit dem Verkniipfungszeichen +, indem die
gleichen Stellen in den so gebildeten Summenausdriicken immer dem
Gleich?,rtigen zukommen §ollen,_so erhalten wir
(8 4by .. F-5) x4+ (agFbaf- . . F-s59)x3 .. f-(8a b2
+..+s,..)xn=—:-(ao-i—.bo—|-...—|—so),
oder bezeichnen wir (a; 4 by -+ ....-s ) mit p; und entsprechend
die iibrigen Summen, so haben wir '
P1X1 + PaXa—+- -+ .+ PaXa =1po-

Aus dieser Gleichung, welche die Stelle jener n Gleichungen ver-
tritt, liisst sich nun auf der Stelle jede der Unbekannten, z. B. x,
finden, wenn wir die beiden Seiten mit dem #Husseren Produkte
aus den Koefficienten der tbrigen Unbekannten #usserlich multi-
pliciren, also hier mit py.p;s..-.. Pa. Da nimlich, wenn man die
Glieder der linken Seite einzeln multiplicirt, nach dem Begriff des
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#usseren Produktes (§ 31) alle Produkte wegfallen, welche zwei
gleiche Faktoren enthalten, so erhilt man
P1-Pa-DPs-++-PaXs =Po-Po-Ps----Pn.

Also da beide Produkte, als demselben System n-ter Stufe angehorig
einander gleichartig sind, so hat man :
__Po-Pa-Ps-:-:Pay

P1-Pa-Ps--+-Pn
Also jede Unbekannte ist einem Bruche gleich, dessen Nenner das
Hussere Produkt der Koefficienten py...p, ist, und dessen Zihler
man erhilt, wénn man in diesem Produkt statt des Koefficienten
jener Unbekannten die rechte Seite, nimlich p,, als Faktor setzt.
Alle Unbekannten haben also denselben Nenner, und werden unbe-
bestimmt oder unendlich, wenn dieser Nenner null wird, d. h.

P1:Pg:ev--- pn=0

X4

ist.

§ 46. Dass jene Ausdriicke fiir x;....xy, nicht etwa blosse
Rechnungsformen darstellen, sondern die vollkommenen Lésungen
der gegebenen Gleichungen enthalten, wird noch deutlicher erhellen,
wenn wir fir irgend eine bestimmte Anzahl von Gleichungen statt
P1 ete. ihre Werthe substituiren. Man hat fiir drei Gleichungen
Po-Pa-Ps
P1-Pa-Ps’

Po == (a0 bo - co), pr = (8 by +¢), ete.

ist, und zwar a, gleichartig ist mit a; u. s. w. Substituiren wir
diese Ausdriicke in obiger Gleichung, multipliciren durch, indem
wir die Produkte der gleichartigen Grissen, da sie null werden,
auslassen, und ordnen entsprechend mit Beobachtung des fiir ussere
Produkte festgestellten Zeichengesetzes, so haben wir sogleich, wie
man bei geringer Uebung ohne weiteres aus obiger Formel ablesen
kann, '

1) Xy =

wo

89bg c; — agbg eg a9 bs co—ag by cs a3 bo cg —ag by co
aybye; — agbycgf-agbge; —agbycyf-a3bycg—agbyey’
worin wir, da alles entsprechend geordnet ist, wieder die gewshnliche

2) Xy =

*) Die Gesetze der Kusseren Multiplikation und Division lassen iibrigens
kein Heben im Zihler und Nenner zu, vergl. Kapitel IV.
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Multiplikationsbezeichnung einfiihren konnten. Dies ist die bekannte
Formel, durch welche aus drei Gleichungen mit drei Unbekannten
eine derselben bestimmt wird, und es zeigt sich, wie dieselbe voll-
kommen in der so sehr viel einfacheren Formel 1) enthalten ist.

‘Wir haben hier, um sogleich die Anwendbarkeit unserer Ana-
lyse auch an einem Beispiele, welches nicht mehr auf die drei Dimen-
sionen beschriinkt ist, darzuthun, etwas vorgegriffen, indem der Be-
griff der Zahl und der Division, den wir hier anwandten, erst den
Gegenstand des vierten Kapitels ausmachen werden; wir werden je-
doch spiterhin noch einmal auf diesen Gegenstand der Anwendung
gurtickkommen, und dort das Verfahren auch ausdehnen auf Glei-
chungen hiherer Grade.

Drittes Kapitel.

Verkntipfungder Ausdehnungsgrossen htherer
Stufen.

§ 47. Durch die Hussere Multiplikation sind hohere Ausdeh-
nungsgrossen entstanden, die Verknipfungen derselben haben wir
bisher nur betrachtet, sofern gleichartize Ausdebnungsgrissen addirt
werden sollten, indem die Addition sich hier auf den allgemeinen Be-
griff des Zusammendenkens griindete, welcher tiberhaupt die Additien
des Gleichartigen (wenn dasselbe gleich bezeichnet ist) charakterisirt.
Vermoge dieses Begriffs hatten wir die im vorigen Kapitel darge-
legten Gesetze entwickelt. Das Grundgesetz der Multiplikation, dass
man statt des zerstickten Faktors seine Stlicke einzeln einfihren, und
die so gebildeten Produkte addiren diirfe, fand daher seine Beschriin-
kung darin, dass die dadurch entstehenden Produkte, um sie nach den
bisherigen Begriffen addiren zu kimmen, gleichartig sein mussten.
Um diese Beschriinkung aufzuheben, werden wir daher den Begriff
der Addition fiir hthere Ansdehnungsgrossen erweitern mtissen. Der
8o erweiterte Begriff muss von der Art sein, dass er erstens bei gleich-
artigen Ausdehnungsgrossen in den gewdhnlichen umschlégt, und dass
fir ihn die Grundbeziehung der Addition zur Multiplikation gilt.
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Natiirlich muss dann fir dieselbe die Geltung der Additionsgesetze
nachgewiesen werden, ehe jene Verkniipfung als Addition fixirt
werden kann. Somit ist klar, dass, wenn és iiberhaupt eine Addition
ungleichartiger Ausdehnungsgrissen hoherer Stufen giebt, das Gesetz
bestehen muss ’
Ab+ A.c=A.(b+ o),

‘wo b und ¢ Strecken vorstellen. Nennen wir schon vorldufig diese
Verkniipfung eine Addition, um einen bequemeren Wortausdruck zu
‘haben, so wiirden wir die Definition aufstellen kénnen:

Zwei ussere Produkte n-ter Stufe, welche einen gemeinschaft-

lichen Faktor (n—1) ter Stufe haben, addirt man, indem man

die ungleichen Faktoren addirt, und dieser Summe den gemein-
schaftlichen Faktor auf dieselbe Weise hinzufiigt, wie er den

Stiicken hinzugefiigt war.

§. 48. Dieser formellen Definition miissen wir zuerst dadurch
eine anschaulichere Bedeutung geben, dass wir untersuchen, wie weit
sie reicht, d. h. welche Ausdehnungsgrossen man nach ihr addiren
kann. Es leuchtet sogleich ein, dass zwei Ausdehnungsgrossen
a-ter Stufe nur dann nach dem aufgestellten Begriffe summirbar
sind, wenn sie demselben Systeme (n -} 1) ter Stufe angehtren; wir
werden aber zeigen, dass sie alsdann auch immer summirbar sind,
indem je zwei Ausdehnungsgrossen n-ter Stufe Ay, und B, , welche
demselben Systeme (n -~ 1) ter Stufe angehoren, sich stets auf einen
gemeinschaftlichen Faktor (n—1) ter Stufe bringen lassen. Sind zu-
erst A, und B, gleichartig, so leuchtet es unmittelbar ein, indem wenn
(n—1) einfache Faktoren von A, konstant bleiben, der n-te aber sich
beliebig durch Fortschreitung oder Riickschreitung veréindert, auch das
Produkt jeden beliebigen mit A, gleichartigen Werth, also auch den
Werth B, annehmen kann. Hierin liegt zugleich, dass man jede
Ausdehnung n-ter Stufe auf (n—1) beliebige Faktoren, welche dem-
selben System n-ter Stufe angehvren und von einander unabhingig
sind, bringen kann. Sind A, und B, ungleichartig, so sei

WO 8y....8, Strecken vorstellen, welche von einander unabhingig
sind. Daon muss B, nothwendig wenigstens Einen Faktor enthal-
ten, welcher von den simmtlichen Strecken a, ....a, unabhingig ist;
es sei an 4 ein solecher Faktor, und also
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n ==by.by....by_y.80 4.
Da in einem System (n - 1) ter Stufe nicht mehr als (n - 1) von
einander unabhiingige Strecken angenommen werden kinnen, so muss
jeder von den Faktoren by ....b, _; von jenen Strecken a;....a, 44
abh#ngig sein, d. h. sich als Summe darstellen lassen, deren Stiicke
diesen Strecken gleichartig sind. Denkt man sich nun jeden dieser
Faktoren by ...b, —y als solche Summe dargestellt, so kann man nun
in jeder dasjenige Stiick, was mit a, ;4 gleichartig ist, weglassen,
ohne den Werth des Produktes B, zu #ndern (vergl. § 35). Nach
dieser Weglassung sei das Produkt by . by....b, _; fibergegangen in
Chn—y, 80 ist also
By =Cn_y.81 4.

Die Faktoren von C, _y sind nur noch von den Strecken &,....a,,
d. h. von den Faktoren der Ausdehnungsgrdsse A, abhingig; oder
mit andern Worten, sie gehtren dem Systeme A, an, folglich wird
sich A, nach der im Anfang dieses § angewandten Schlussfolge auf
den Faktor C, _4 bringen lassen, wenn der n-te Faktor willktihrlich
gewhhlt werden darf; somit lassen sich beide Ausdehnungsgrssen
A, und B, auf den gemeinschaftlichen Faktor C, _; bringen, welcher
von (n—1) ter Stufe ist oder, wie wir uns auch kiirzer ausdriicken,
beide haben eine Ausdehnungsgrésse (n—1) ter Stufe gemeinschaft-
lich. 8o wird nun die obige Definition so umgewandelt werden
konnen :

»Zwei Ausdehnungsgréssen n-ter Stufe, welche demselben

System (n 4 1) ter Stufe angehtren, werden addirt, indem

man sie auf einen gemeinschaftlichen Faktor (n—1) ter Stufe

bringt, und die Summe der ungleichen Faktoren mit diesem
gemeinschaftlichen Faktor verkniipft.

§ 49. Um nun die Geltung der Additionsgesetze, oder viel-
mehr zunéichst nur die der Grundgesetze nachzuweisen, haben wir
zuerst die Vertauschbarkeit der Stticke darzuthun. Diese Sttcke
werden sich nach dem vorigen § darstellen lassen in der Form A.b
und A.c. Nun ist

Ab4Ac=A.b4c)=A.(cfb)=A.c4 A.b,
also sind die Stiicke vertauschbar. Das zweite Gesetz, dessen
Geltung nachgewiesen werden muss, ist, dass

(A+B)4+C=A+(B+0)
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sei, auch dann, wenn A, B, C Ausdehnungen n-ter Stufe in demselben
Systeme (n-}1) ter Stufe sind, und die Addition den vorher be-
zeichneten Begriff haben soll. Wir haben zu dem Ende die Frage
zu beantworten, was dreisolche Ausdehnungen gemeinschaftlich haben
werden. Nun ist schon im vorigen § gezeigt, dass je zwei derselben
eine Ausdehnung (n—1) ter Stufe gemeinschaftlich haben miissen ;
s0 z. B. hat B sowohl mit A als mit C eine solche gemeinschaftlich ;
und da diese beiden Ausdehnungen (n—1)ter Stufe, niimlich, welche
B mit A, und welche es mit C gemeinschaftlich hat, demselben
Systeme B*), also demselben Systeme n-ter Stufe angehdren, so
haben sie nach demselben Satze des vorigen § eine Auwsdehnung
(n—2) ter Stufe gemeinschaftlich, und diese ist somit allen 3 Grissen
A, B, C gemeinschaftlich. Es sei D dieser gemeinschaftliche Faktor
(n—2) ter Stufe, so werden sich jene drei Grissen, da iiberdies je
zwei eine Ausdehnung (n—1) ter Stufe gemeinschaftlich haben, auf
die Formen bringen lassen
A=D.b.¢c, B=D.a.c, C=D.a.b,.

Nimlich je zwei derselben werden ausser D noch einen gemeinschaft-
lichen Faktor erster Stufe haben, dessen Grisse aber willkiibrlich ist.
Dieser sei zwischen A und B e, zwischen B und C sei er a, und zwar
sei die Grosse von a so bestimmt, dass B=D.a.c sei; der gemein-
schaftliche Faktor, auf welchen A und C gebracht werden kénnen,
sei ausser D der Faktor b, oder ein mit b gleichartiger by, und zwar
seien b und by so gewihlt, dass
' A=D.b.cund C=D.a.h,
gei. Nachdem nun A, B, C auf diese Form gebracht sind, zeigt sich,
dass sich (A - B) 4 C durch die folgenden Umgestaltungen in
A -+ (B +4 C) verwandeln lisst. Erstens

(A4+B)4+C=([D.b.c+ D.a.c) + D.a.b,.
Wir haben nun die durch die Klammer angedeutete Summation zu
vollziehen. Nun ldsst sich der Ausdruck D.b.c 4 D.a.c zuriick-
fuhren auf D. (b - a).c; man kann ndmlich zuerst in beiden Sum-
manden c¢ auf die vorletzte Stelle bringen, wobei die Vorzeichen sich
indern, dann kann man nach der Definition die Summation vor-

*) Wir benennen das System eben so wie die Ausdehnung, welche
einen Theil von ihm bildet, weil keine Zweideutigkeit méglich ist.
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nehmen, und endlich mit derselben Zeichensinderung den summirten
Faktor wieder auf die alte Stelle bringen und erhilt
(A4+B)4+C=D.(b+4a).c+ D.a.b,.
Um nun diese beiden Glieder summiren zu kinnen, hat man nur statt
D.a.by zu setzen D.(b -+ a).by, was verstattet ist, weil b mit b,
gleichartig ist, und man den Faktoren, ohne das Resultat zu &ndern,
Sticke hinzufiigen darf, welche den andern Faktoren gleichartig
sind (§ 34). Fithrt man dann auf der rechten Seite die Bummation
‘aus, 80 hat man
(A4 B) 4 C=D.(b +a).(c + b,

wodurch man die drei Glieder auf eins zuriickgefithrt hat¥*). In
diesem Gliede kann man nun zuerst die Summe b 4 a wieder auf-
16sen und erhiilt auf der rechten Seite den Ausdruck

D.b.(c+by) 4+ D.a.(c 4 by).
In dem ersten Gliede dieses Ausdrucks kann nun wieder (§ 34) das
Stiick b, weggelassen und das zweite Glied aufgelost werden,
dadurch verwandelt sich der ganze Ausdruck in D.b.c 4 (D.a.c
-+ D.a.by), d. h.im A 4 (B +4 C) und man hat also in der That

A+B)+C=A+@B+0.

§ 50. Es ist nun noch das dritte Grundgesetz (§ 6) zu er-
weisen, dass n#mlich das Resultat der Subtraktion eindeutig ist, oder
dass, wenn das eine Stiick unver#indert bleibt, das andere aber sich
#ndert, auch die Summe sich #ndern mtisse. Es sei innerhalb eines
Systems (o - 1) ter Stufe

A4 B=¢,
wo A, B und C von n-ter Stufe sind. Es #ndere sich B in B 4 D,
go wird nun
A+ (B+4+D)=A+B)+D=C+D

sein , und es ist zu zeigen, dass wenn B - D von B verschieden ist,
auch C 4 D von C verschieden sein mtisse. Das erstere setat
voraus, dass D nicht null sei, nun kiénnen wir aber zeigen, dass,
wenn D nicht null ist, es auch zu einer Grésse (C) hinzugelegt,
jhren Werth #ndern miisse. Unmittelbar ist dies klar, wenn C und
D gleichartig sind, indem das durch Zusammendenken des Gleich-

*) Man kinnte nun zeigen, dass der Ausdruck: A + (B + C) sich auf
dasselbe Glied zuriickfiihren liesse, allein wir setzen den einmal ein-
geschlagenen Weg der fortschreitenden Umwandlung fort.
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artigen hervorgegangene nothwendig von jedem der Sticke ver-
schieden ist. Sind aber C und D verschiedenartig, so lisst sich leicht
zeigen, dass jhre Summe mit beiden verschiedenartig ist (immer
vorausgesetzt, dass keins von beiden null ist). Da alles in demselben
Systeme (n 4 1) ter Stufe angenommen ist, so werden C und D sich
auf einen gemeinschaftlichen Faktor (n—1) ter Stufe bringen lassen.
Es sei dieser E und
C=E.c, D=E.d; also C 4+ D=E(c 4+ d).
Sind nun C und D verschiedenartig, so darf d nicht in dem Systeme
-E.c enthalten sein, also ist auch (¢ - d) nicht in ihm enthalten;
also auch E (¢ 4 d) mit E.c verschiedenartig, also kann es ihm
auch nicht gleich sein. Somit wird durch Hinzulegen der Grisse D
auch die Grisse C geiindert; wenn also das eine Stiick jener Summe
sich #ndert, wihrend das andere dasselbe bleibt, so muss auch die
Summe sich dindern. Soll folglich die Summe und das eine Stiick
derselben unverindert bleiben, so muss es auch das andere, d. h. das
Resultat der Subtraktion ist eindeutig. Da nun alle drei Grund-
gesetze der Addition und Subtraktion hier gelten, so gelten auch
alle Gesetze derselben. Die Grundbeziehung dieser Addition zur
Multiplikation ist noch nicht vollstindig dargelegt; nach der
Definition ist zwar
Ab4 A.c=A.(b+¢);
allein es ist auch zu'zeigen, dass
(A4 B).c=A.c+ B.c
ist, wenn A und B Grossen n-ter Stufe in einem Systeme (n 4 1)-
ter Stufe sind. Dann kann man A=E.a, B=E.b setzen (nach
§ 48), und hat
A.c+ B.c=E.a.c+ E.b.c.

Der rechts stehende Ausdruck lisst sich, wenn man & und b zuerst
auf die letzte Stelle bringt (wobei sich das Zeichen #ndert), dann
nach der Definition summirt, und endlich den Faktor (a 4~ b) wie-
der auf die vorletzte Stelle zuriickbringt (wobei das Zeichen wieder
das urspriingliche wird), verwandeln in E.(a - b).¢, d. h. in
(A 4 B).c, also die Richtigkeit jener Gleichung bewiesen. Da so-
mit die Grundgesetze der Beziehung zwischen Addition und Multi-
plikation hier gelten, so gelten auch alle Gesetze dieser Beziehung,
und unsere Verkniipfungsweise ist daher sowohl an sich, als auch
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in ibrer Beziehung als wahre Addition nachgewiesen. Somit ktn-
nen wir nun den Hauptsatz des vorigen Kapitels (§ 36) dahin er-
weitern:
nFir Hussere Produkte gelten, wenn Produkte aus n ein-
fachen Faktoren nur in einem Systeme (n -+ 1) ter Stufe be-
trachtet werden, alle Gesetze der Addition und Subtraktion,
und alle Gesetze der Beziehung zwischen ihnen und der Mul-
tiplikation, wenn man die fiir diese Verkntipfungen aufgestell-
ten Begriffe festh#lt. ¢
§ 51. Auch dies Gesetz hat also noch eine Beschrinkung in
gich, was darin seinen Grund hat, dass wir héhere Ausdehnungen
bisher nur addiren konnten, wenn sie einem und demselben Sy-
steme nichst hoherer Stufe angehtrten. Wir miissen nun, um
das Gesetz in seiner Allgemeinheit aufstellen zu konnen, auch
zeigen, was unter der Summe von Ausdehnungen, welche in be-
liebig hoheren Systemen liegen, verstanden sein kénne. Wollten
wir hier denselben Weg einzuschlagen versuchen, wie in den vor-
hergehenden Paragraphen, und also als Summe zweier Grossen
A.B und A.C, welche nicht demselben Systeme n#chst héherer
Stufe angehdren, die Grosse A . (B - C) auffassen, so wtirde dies zu
nichts fithren, da dann B und C auch Ausdehnungen hoherer Stufen.
sind, welche nicht einem und demselben Systeme niichst héoherer
Stufe angehtren, und also die eine Summe ihrer Bedeutung nach.
eben so unbekannt ist, wie die andere. Es bleibt uns also nichts
iibrig, als den Begriff der Summe in diesem Falle rein formell aunf-
zufassen, ohne dass es moglich wire, eine Ausdehnung aufzuweisen,.
welche als die Summe sich darstellte. Wir definiren daher die
Summe von Ausdehnungen n-ter Stufe, welche einem hoheren Sy-
steme als dem (n -} 1) ter Stufe angehoren, dadurch, dass die
Grundgesetze der Addition auf dieselbe anwendbar sein sollen, d. h.
also als ,dasjenige, was konstant bleibt, welche Verinderungen man
auch mit der Form der Summe durch Anwendung der Additions-
und Subtraktions-Gesetze vornehmen mag.“ Es erscheint somit
diese Summe nicht mehr als reine Ausdehnung, d. h. als solche,
welche durch fortschreitende Multiplikation der Strecken gewonnen
werden konnte, sondern sie tritt als Grosse von neuer Art, und zwar
zundchst als Grosse von blos formeller Bedeutung hervor, die wir
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daher am passendsten mit dem Namen der Summengrisse belegen
ktnnten; wir fassen sie mit der Ausdehnung unter dem Begriffe der
Ausdehnungsgrisse zusammen. Um ihre konkrete Bedeutung zu
gewinnen, missten wir ihren Bereich ausmitteln, d. h. aufsuchen, wie
sich die Form der Summe, die in dem Werth der Stiicke besteht,
#ndern kionne, ohne dass der Werth der Summe selbst sich lindere.
Dadurch erhalten wir eine Reihe von konkreten Darstellungen jener
formellen Summe, und die Gesammtheit dieser moglichen Dar-
stellungen in Eins zusammengeschaut, wie die Arten einer Gattung
(nicht wie die Theile eines Ganzen), wiirde uns den konkreten Begriff
vor Augen legen. — Indessen da diese Summengrisse nicht eher als
in dem Systeme vierter Stufe eintreten kann, sie also im Raume, als
einem Systeme dritter Stufe, keine Anwendung findet, so versparen
wir uns diese Darstellung bis zum siebenten Kapitel, in welchem sich
die Bedeutung einer solchen Summe auf einem verwandten Gebiet
ergeben, und sich durch Anschauungen sowohl der Geometrie, als
besonders der Statik fruchtreich gestalten wird.

§ 52. Dagegen diirfen wir unsere Aufgabe nicht fallen lassen,
das in diesem und dem vorigen Kapitel gewonnene Gesetz von allen
Schranken, in denen es noch zusammengeengt ist, zu befreien, und
also auch die Beziehung der Multiplikation zu dieser Addition auf-
zufassen. Aber da die formelle Summe keine Ausdehnung darstellt,
so ist auch das #ussere Produkt jemer formellen Summe in eine
Strecke noch nicht seiner Bedeutung nach bestimmt. Nun muss auch
diese wiederum formell durch das Fortbestehen der multiplikativen
Beziehung bestimmt werden, und wir haben somit, wenn es iiber-
haupt eine solche Multiplikation jener Summengrissen geben soll,
dieselbe so zu definiren, dass

A+4+B4+CH...).p=Ap+4+B.p+C.p+....
sei. Doch diirfen wir dies nur dann festsetzen, wenn bei dem Kon-
stantbleiben von A 4+ B4 C—+...auch A.p+B.p+C.p+...
konstant bleibt, indem das Wesen der Summe nur in diesem Konstant-
bleiben besteht, und das Princip der Gleichheit das gleichzeitige
Konstantbleiben erfordert. Also haben wir zu zeigen, dass, wenn

AJB4...=P4Qt...
A.p4B.p+...=P.p+Q.p4...

ist, auch
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sein mtsse. Dies ergiebt sich aber leicht, indem, wenn A +B ...
der Summe P4 Q... gleich gesetst wird, und beides formelle
Summen sind, durch blosse Anwendung der Additionsgesetze (an-
dere Anordnung, Zusammenfassung der Stiicke, Auflésung der
Sticke in kleinere Stiicke) aus der einen die andere hervorgehen
muss. Da nun jeder solchen Veriinderung, welche ohne Aenderung
des Gesammtwerthes verstattet ist, eine ebensolche mit den um den
Faktor p vermehrten Grossen entspricht, so wird, wenn man mit
diesen die entsprechenden Operationen, wie mit jenen vornimmt,
gleichzeitig, wihrend sich A4 B+-....inP 4 Q-}-.... verwandelt,
auch A.p+4B.p+4... in P.p+Q.p-+... tibergehen. Somit
wird es gestattet sein, jene Definition festzustellen, welche hiernach
nichts ist, als eine abgekiirzte Schreibart.
§ 53. Da ferner, wenn mit mehreren Strecken fortschreitend
d. h. so multiplicirt wird, dass das jedesmal gewonnene Resultat
mit dem n#chstfolgenden Faktor multiplicirt wird, das Gesammt-
produkt stets gleichen Werth behilt, sobald das Produkt jener
Strecken sich gleich bleibt, so kénnen wir abktirzend statt jener
Strecken, mit welchen fortschreitend multiplicirt ist, ihr Produkt
setzen. Hierdurch ist der Begriff des Produktes zweier Ausdehnungen
bestimmt, und so auch das Produkt einer formellen Summe in eine
Ausdehnung, ein Produkt, was zwar im Allgemeinen wieder eine .
formelle Summe liefert, aber in besonderen Fillen auch in eine Aus-
dehnung tibergehen kann *). :
Dass nun nach dieser Bestimmung allgemein
(A+B).P=A.P+4B.P
ist, ergiebt sich leicht. Denn es sei P=c.d..., so ist
(A+4B).P=(A+B).c.d... -
nach der eben festgesetzten Bestimmung, ferner
(A+4+B).c=A.c+B.c
nach § 52, also durch wiederholte Anwendung desselben Gesetzes
(A+B).c.d....=A.c.d...4B.c.d...,d. h.(A+}B).P=
A.P+4B.P.

*) Niimlich, wenn die Stiicke der Summe von n-ter Stufe sind und
einem System (n 4 m)ter Stufe angehdren, so wird durch Multiplikation mit
einer Ausdehnung (m — 1)ter Stufe desselben Bystemes offenbar die formelle
Summe in eine Ausdehnung verwandelt, )

6
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Ist der zweite Faktor zerstiickt, so ltsst sich das entsprechende
Gesetz hier nur fir reale Summen nachweisen, fiir diese ergicbt
sich aus obiger Gleichung durch Vertauschung (wobei die Zeichen
sich entweder in allen Gliedern oder in keinem &ndern)

P.(A4B)=P.A-}P.B

Fiir formelle Summen ist noch nichts tiber die Vertauschbarkeit
der Faktoren festgesetzt und daher auch jeme Sehlussweise noch nicht
anwendbar. Da wir iiberhaupt noch nichts tiber den Begriff eines
Produktes, dessen zweiter Faktor eine formelle Summe ist, fest-
gesetzt haben, so ist uns erlaubt fiir den Fall, dass der zweite Faktor
eine formelle Summe ist, dieselbe Voraussetzung zu machen, wie
fir den Fall, wo der erste es ist, und also auch dann

P.(A4+B)=P.A4P.B
gu setzen und dies selbst auf den Fall zu tibertragen, wo auch P
eine formelle Summe darstellt.

§ 54. Nachdem wir nun alle bis dahin noch bestehenden
Schranken aufgehoben, und die Geltung der multiplikativen Grund-
beziehung fiir alle. Ausdehnungsgrissen theils aus dem Begriffe
nachgewiesen, theils durch Definitionen festgestellt haben: so gelten
somit alle Gesetze dieser Bezichung, wie auch alle Gesetze der
Addition und Subtraktion, und es sind auf diese Weise alle ange-
gebenen Begriffe im allgemeinsten Sinne gerechtfertigt. Wir fassen
daher, nachdem wir am Schlusse dieser Entwickelungsreihe angelangt
gind, die Resultate derselben in folgenden Siitzen zusammen :

»Wenn alle Elemente einer Ausdehnung (in ihrer elementaren

Darstellung*)) einer und derselben Erzeugung unterworfen d. h.

statt jedes Elementes eine gleiche Strecke gesetzt wird, deren

Anfangselement jenes Element ist, so ist die Gesammtheit der

so gewonnenen Elemente die konkrete Darstellung einer Aus-

dehnung, welche als Theil des zugehorigen Systems aufgefasst,
das Produkt jener Ausdehnung in diese Strecke ist, und wir
nannten dasselbe ein Husseres.“

Ferner: ,wenn man eine Ausdehnung mit den einfachen

Faktoren einer andern fortschreitend auf die angegebene Weise

*) Unter der elementaren oder konkreten Darstellung einer Ausdehnung
verstehen wir das Gebilde, welchem diese Ausdehnung zugehort.
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maltiplicirt, so ist das Resultat als Produkt jemer ersten Aus-
dehnung in diese letate charakterigirt.“

»Als Summe zweier Ausdehnungen n-ter- Stufe in einem
Systeme (n—}-1)ter Stufe wurde diejenige Ausdehnung nach-
gewiesen, welche hervorgeht, wenn man jene beiden aunf einen
gemeinschaftlichen Faktor (n— 1)ter Stufe brachte, und die
ungleichen Faktoren addirte.“

»Als Summe zweier Ausdehnungen n-ter Stufe in einem
System von hoherer als (n—}-1)ter Stufe ergab sich die formelle
Summengrosse, welche dasjenige darstellte, was bei Anwendung
der Additionsgesetze konstant blieb.*

»Endlich als Produkt einer Summengrosse in eine andere
Grosse wurde die Summe aufgefasst, welche hervorgeht, wenn
jedes Stiick des einen Faktors mit jedem des andern multiplicirt,
und diese Produkte addirt werden.“

Die Giltigkeit aller dieser Bestimmungen wurde dadurch dar-
gethan, dass fiir die Addition die Grundgesetze derselben und fitr die
Multiplikation die Grundbeziehungen derselben zur Addition nach-
gewiesen wurden, indem darin zugleich der Nachweis lag, dass alle
Gesetze der Addition und Subtraktion und der Bemehnng der Mul-
tiplikation zu beiden hier noch fortbestehen.

§ 55. Es bleibt uns nur noch tibrig, die Gesetze, welche die
#ussere Multiplikation als solche charakterisiren, in allgemeinerer
Form zu entwickeln. Wir hatten oben in § 35 als das Eigenthiim- -
liche dieser Art der Multiplikation das Gesetz dargestellt, dass man,
wenn ein einfacher Faktor eines Produktes einen Summanden ent-
hiilt, welcher mit einem der angrenzenden Faktoren gleichartig ist,
diesen Summanden ohne Werthiinderung des Produktes weglassen
kann; daraus ergab sich (§ 36), dass das Produkt von n einfachen
Faktoren stets dann, aber auch nur dann als null erscheint, wenn
sie von einander abhlingig sind, d. h. von einem Systeme niederer
Stufe als der n-ten umfasst werden. Dies kinnen wir unmittelbar
auf Faktoren beliebiger Stufen ausdehnen, wenn wir mehrere Aus-
dehnungen dann von einander abhingig setzen, wenn die Summe
ihrer Stufenzahl grosser ist als die des Systems, welches sie alle
nmfasst denn dann wird die Anzahl der einfachen Faktoren, welche

6¥
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ihr Produkt enthilt, grisser sein als die Stufenzahl des umfassenden
Systems, also ihr Produkt in der That null sein. Also:
»Das #ussere Produkt ist null, wenn die Faktoren von einander
abhiingig sind, und hat einen geltenden Werth, wenn sie es
nicht sind.“ )

" Aus der Eigenthtimlichkeit des #usseren Produktes ergab sich
uns (§ 35), dass zwei einfache Faktoren vertauscht werden diirfen,
wenn man zugleich das Vorzeichen des Produktes iindert; dies Ge-
setz erweiterten wir dahin, dass ein einfacher Faktor eine gerade
Anzahl von einfachen Faktoren ohne, eine ungerade mit Zeichen-
wechsel iiberspringen diirfe. Da eine Reihe von einfachen Faktoren
als Ausdehnung erschien, deren Stufenzahl der Anzahl jener ein-
fachen Faktoren gleich ist, so folgt daraus zuerst, dass eine Aus-
dehnung von gerader Stufe einen einfachen Faktor, also auch jeden
andern, ohne Zeichenwechsel tiberspringen diirfe, und wiederum,
dass bei Vertauschung zweier beliebiger aufeinander folgender Fak-
toren dann und nur dann Zeichenwechsel eintrete, wenn beide von
ungerader Stufe sind. *) Dass nun dies Gesetz auch noch fiir Summen-
grossen gelte, ist klar, indem es, wepn man mit den einzelnen Stiicken.
durchmultiplicirt, fiir die einzelnen Produkte gelten muss, also auch
fiir deren Summe. Also:

nZwei aufeinander folgende Faktoren sind mit oder ohne

*) Es lisst sich dies, wenn a und b die beziehlichen Stufenzahlen der
Ausdehnungen A und B sind, so ausdriicken, dass A.B=(—1)ab B A
sei. — Wenn beide Faktoren noch durch einen dritten Faktor getrennt sind,
80 hiingt bei der Vertauschung das Zeichen noch von diesem ab. 8o hat
man z. B,

A.B.C=(—1)sb+tbetcaC.B.A.
Fiir die formelle Auffassung der fusseren Multiplikation bemerke ich noch,
dass man ihre Eigenthiimlichkeit, wenn einmal die multiplikative Beziehung
zur Addition festgestellt ist, auch durch das Gesetz, dass zwei einfache Fak-
toren mit Zeichenwechsel vertauschbar seien, vollkommen h#tte charak-
terisiren knnen. Denn ist a.b allgemein gleich —b. a, oder
. a.b+b.a=0,

. 80 muss dies auch noch gelten, wenn b =a wird, dann ista.a4a.a=0,
also 2a.8==0 oder a.a=0. Daraus folgt dann, dass {iberhaupt das Pro-
dukt zweier gleichartiger Strecken null sei, woraus dann das den Begriff der
Susseren Multiplikation charakterisirende Gesetz, wie wir es oben dar-
stellten, hervorgeht.
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Zeichenwechsel vertauschbar, je nachdem die Stufenzahlen
beider Faktoren zugleich ungerade sind oder nicht.“
~ 8§ 56. Die in diesem XKapitel entwickelten Gesetze lassen

gegenwiirtig nur eine theilweise Anwendung auf die Geemetrie und
Statik zu, indem die Summengrisse, welche zuerst in einem System
vierter Stufe auftritt, hier keine Anwendung finden kann, Die An-
wendungen beschrinken sich daher nur auf die erste Hilfte dieses
Kapitels (§ 47—50), und bestehen darin, dass die Gesetze, welche
im vorigen Kapitel fiir jene Disciplinen festgestellt wurden, von
ihren Schranken befreit, und von einem allgemeineren Gesichts-
punkte angeschaut werden. Zuerst in der Geometrie haben wir den
neuen Additionsbegriff auf die Flichenriume (als Ausdehnungen
zweiter Stufe) zu tibertragen.

Doch miissen wir dann an den Flichenriumen ihre Richtungen,
d. h. die Richtungen der Ebene, welcher sie angehdren, festhalten;
und also zwei Flichenrfume als ungleichartig auffassen, wenn die
Ebenen, denen sié angehoren, eine Verschiedenheit in den Richtungen
darbieten. Da nun die Flichenriume auf diese Weise aufgefasst
Ausdebnungen zweiter Stufe sind, so werden sich zwei Flichen-
riume, da sie zugleich einem und demselben Systeme dritter Stufe
(dem Raume) angehtren, nach § 48 auf einen gemeinschaftlichen
Faktor erster Stufe bringen, d. h. sich als Spathecke (Parallelo-
gramme) von gleicher Grundseite darstellen lassen. Die Summe
derselben wird somit ein Spatheck sein, welches dieselbe Grundseite
hat, dessen Hohenseite aber die Summe der beiden Hohenseiten jener
Spathecke ist. Hiernach kann man nun die Sitze von der Fort-
bewegung (§ 28 und 29) allgemeiner so aussprechen :

»Die geometrische*) Summe der Flichenriume, welche eine

gebrochene Linie bei ihrer Fortbewegung beschreibt, ist gleich

dem Flichenraum, welchen eine gerade Linie, die mit jener ge-

brochenen gleichen Anfangspunkt und Endpunkt hat, beschreibt,

wenn sie sich auf gleiche Weise fortbewegt*,
oder noch allgemeiner, indem wir die Strecke vom Anfangspunkt

*) Dieses Adjektivs bediene ich mich, wenn die zu summirenden
Grissen noch nicht hinreichend als Grossen mit konstanter Richtung be-
geichnet sind, um die Summe von der rein arithmetischen Summe zu unter-
scheiden.
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sum Endpunkt der gebrochenen Linie die schliessende Seite der-
selben nennen.

,Die geometrische Summe der Flichenrfume, welche eine ge-

brochene Linie bei gebrochener Bahn beschreibt, ist gleich dem

Flichenraum, welchen die Seite, die die erstere schliesst, in

einer Bahn beschreibt, die die zweite schliesst.*

Fiir die Bewegung der Flichenriume hat man den Satz:

»Die Summe der Korperriume, welche eine beliebig gebrochene

Fliiche in beliebig gebrochener Bahn beschreibt, ist gleich dem

Korperraum, welchen die geometrische Summe jener Flichen-

riume (die die gebrochene Fliche bilden) in der jene ge-

brochene schliessenden Bahn beschreibt.“

§ 57. Awuch fur die Statik und Mechanik besteht die An-
wendung dieses Kapitels in einer Erweiterung, welche jedoch hier
so fruchtreich ist, dass nun erst der ganze Reichthum der Be-
siehungen hervortreten kann. Zuerst die Beschrinkung, welche
bei dem Gesammtmoment mehrerer Kriifte in Bezug auf einen Punkt
hinzugefiigt wurde (§ 41), fillt jetzt weg, und wir kinnen daher
sagen, unter dem Gesammtmoment mehrerer Krifte in Bezug auf
einen Punkt sei die Summe aller einzelnen auf jenen Punkt beziig-
lichen Momente verstanden; und zugleich ist klar, dass, wenn man
durch diesen Punkt eine Strecke als Axe zieht, das Moment in Be-
zug auf diese Axe gefunden wird, wenn man diese Axe in jenes erste
- Moment multiplicirt. Sind z. B. «f, yd, . . . die Kriifte, so ist ihr
Gesammtmoment My in Bezug auf einen Punkt ¢ gleich

lo] . [aB]+[er] - [yd] +-. . -5
und in Bezug auf eine Axe o¢ ist das Moment derselben Kriifte
gleich

[oe] . [ea] - [#f] +[e] - [e7] - [¥d] - .-

[oe] - Me. ,

Dass nun auch hier das Gesammtmoment der innern Kriifte in
Bezug auf einen beliebigen Punkt null ist, bedarf wohl kaum eines
Beweises, indem sogleich einleuchtet, dass der Beweis auf #hnliche
Weise, nur noch einfacher, erfolgt, wie der oben (§ 42) fiir den
beschrinkteren Begriff gefilhrte. Und damit ist klar, wie die
simmtlichen oben aufgestellten Sitze (§ 43 und 44) auch in dieser

oder gleich
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Verallgemeinerung noch gelten. Namentlich wird der in § 43 auf-
gestellte Hauptsatz jetzt so ausgesprochen werden kinnen:

" pDas Gesammtmoment aller Bewegungen, welche den einzelnen
Punkten (eines Vereins von Punkten) innerhalb eines Zeitranms
mitgetheilt werden, ist gleich dem Gesammtmoment der simmt-
lichen Krifte, welche dem Vereine dieser Punkte withrend
jener Zeit von aussen mitgetheilt werden, und zwar in Bezug
auf jeden beliebigen Punkt.“ *)

Wirken also namentlich . keine Kriifte von aussen ein, so muss
auch das Gesammtmoment aller mitgetheilten Bewegungen wihrend
jedes Zeitraumes null sein, d. h. das Gesammtmoment aller Be-
wegungen, welche den Punkten einwohnen, muss in der Zeit kon-
stant sein.**) Dies Gesammtmoment stellt somit eine unverinder-
liche Ebene und in derselben einen konstanten Flichenraum dar;
Jjene Ebene ist es, welche La Place die unverénderliche Ebene (plan
tnvariable) nennt, und welche vermittelst unserer Wissenschaft sich
auf die einfachste Weise durch Summation ergiebt. Die Schwierig-
keit der Ableitung nach den sonst tiblichen Methoden iibersieht sich
leicht, wenn man pur einen Blick wirft auf die in La Grange’s
mécanique anal. ***) oder in La Placés méc. cél. gefihrten Ent-
wickelungen, und auf die komplicirten Formeln, in welchen dort die
Darstellung fortschreitet.

§ 58. Wir ktnnten zwar schon hier die Hauptsitze fir die
Theorie der Momente aufstellen; da indessen die Betrachtung der
Momente im zweiten Abschnitte sich noch weit einfacher gestalten
wird, so will ich hier nur ein Paar Beispiele geben, um zu zeigen,
mit welcher Leichtigkeit sich durch Hiilfe unserer Analyse die hier-
hergehorigen Aufgaben losen lassen, und in welcher Ergiebigkeit
die interessantesten Sitze daraus gleichsam hervorsprudeln. Zu-
erst sei die Aufgabe die, aus dem Momente in Bezug auf einen
Punkt das in Bezug auf einen andern um eine Strecke von ge-

*¥) Die daraus hervorgehende Gleichung werden wir spiiterhin bei der
Anwendung der Differenzialrechnung auf unsre Wissenschaft darstellen;
8. § 105. :

**) Es ist dies, wie man sich leicht iiberzeugt, das Princip der kon-
stanten Flichenriume.
*1%) P, 262—269.
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gebener Linge und Richtung von ihm entfernten Punkt zu finden,
wenn ausserdem die Giesammtkraft (die Summe der als Strecken dar-
gestellten Kriifte) ihrer Lunge und Richtung nach gegeben ist. Es
seien ¢ und v die beiden Punkte My das gegebene auf den ersten
Punkt beztigliche, M; das auf den zweiten beziigliche Moment, [eef],
[yd].... die Krifte @, y, ihre Angriffspunkte, s die Gesammtkraft
ihrer Linge und Richtung nach, also

s=[of]+ 9]+

Mg = [oa].[ef]4[oy].[rd] 4. ..
M: = [va].[af] + [i7] . [19] 4.
Zieht man beide Gleichungen von einander ab, so erhilt man, da
[02] — [ra] = [oa] - [as] = [o%]
ist u. 8. w., die Gleichung
Mg — M; = [ov]. ([ag) +[9] +....) =[o7] .5
wodurch die Aufgabe geldst ist, und man hat den Satz gewonnen:

' »Riickt der Beziehungspunkt um eine Strecke fort, so nimmt
das Moment um das siussere Produkt der Gesammtkraft in diese
Strecke zu.“ ¥) i

Hierin liegt sogleich, dass das Moment dasselbe bleibt, wenn
jenes Hussere Produkt null ist, d. h. wenn der Beziehungspunkt in
der Richtung der Gesammtkraft fortschreitet, oder anders ausge-
driickt, dass :

ndie Momente in Bezug auf alle Punkte, welche in einer und
derselben mit der Gesammtkraft parallelen Linie liegen, ein-
ander gleich sind.
Ferner v
»Ist das Moment in Bezug auf irgend einen Punkt null, so ist
es in Bezug auf jeden andern Punkt gleich dem #usseren Pro-
dukt der Gesammtkraft in die Abweichung des letzten Punktes
von dem ersten.“
§ 59. Eine andere Aufgabe, welche die Abhingigkeit der
Momente in Bezug auf Axen, die durch denselben Punkt gehen, auf-

Dann ist

*) Hierbei ist das Wort ,znnehmen“ in demselben allgemeinen Sinne
genommen, in welchem man auch sagen kann, 8 habe um (— 3) zugenommen,
wenn b daraus geworden ist.
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fasst, ist die, aus den Momenten in Bezug auf 3 Axen, die durch
einen Punkt gehen und nicht in derselben Ebene liegen, das Moment
in Bezug auf jede vierte Axe, die durch denselben Punkt geht, zu
finden. Es seien a, b, ¢ die drei Axen, A, B, C die auf sie beztig-
lichen Momente, aa—} fb-4ye, wo @, 8, vy Zahlen vorstellen, die
vierte Axe, deren zugehoriges Moment D gesucht wird.*) Das
Moment in Bezug auf den Durchschnitt der drei Axen sei M, so ist
nach § 57 '
Ax=as . M;B=b.M,C=c.M
De==(aa-}Sb—4}yc). M.
Losen wir in dem letzten Ausdrucke die Klammer auf, so wird
De==aa .M+ pb.M~4ye. M
=aA 4 SB-}-yC.
Dies Resultat in Worten aunsgedrtickt:
nAus den Momenten dreier Axen, die durch Einen Punkt gehen,
ohne in Einer Ebene zu liegen, kann man das jeder andern
Axe, die durch denselben Punkt geht, finden; und zwar herrscht
zwischen den Momenten dieselbe Vielfachen - Gleichung, wie
zwischen den Axen.“ *¥)
‘Wenn einer der Koefficienten null wird, so hat man den Satz:
»Aus den Momenten zweier Axen, die durch einen Punkt
gehen, kann man das jeder andern Axe, die durch denselben
Punkt geht, finden, und zwar herrscht zwischen den Momenten
dieselbe Vielfachen-Gleichung wie zwischen den Axen.“
Wir werden spiterhin bei der allgemeineren Behandlung der
Momente auch diesen Satz in viel allgemeinerer Form darstellen
konnen.

*) Dass sich jede Strecke im Raume als Summe aus 8 Stiicken dar-
stellen lisst, welche 3 gegebenen Strecken parallel sind, ist oben geszeigt,
darin liegt, dass sie sich als Vielfachensumme derselben darstellen lisst.

**) Der Kiirze wegen sagen wir, zwischen Grossen bestehe eine Viel-
fachen-Gleichung, wenn die Glieder der Gleichung nur Vielfache jener
Grossen darstellen.
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Viertes Kapitel.

Aeussere Division, Zahlengriésse.

§ 60. Die zur Multiplikation gehtrige analytische Verkniipfung
ist die Division; folglich wird nach dem allgemeinen Begriff der
analytischen Verkniipfung (§ 6) das Dividiren darin bestehen, dass
man zu dem Produkte und dem einen Faktor den andern sucht;
und es wird vermdge dieser Erklirung jeder besonderen Art der
Maultiplikation eine ihr zugehorige Art der Division entsprechen; die
#Hussere Division wird also darin bestehen, dass man zu dem Husseren
Produkt und dem einen Faktor desselben den andern sucht. Es
ist klar, dass hier, da die Faktoren des #usseren Produktes im
Allgemeinen nicht vertauschbar sind, auch zwei Arten der Division
su unterscheiden sind, je nachdem niimlich der erste Faktor ge-
geben ist oder der zweite (vergl. § 11). Wir bezeichnen den ge-
suchten Faktor (Quotienten) so, dass wir das gegebeme Produkt A
(den Dividend) nach gewdhnlicher Weise tiber den Divisionsstrich,
den gegebenen Faktor B (den Divisor) unter denselben setzen, die-
sem gegebenen Faktor aber einen Punkt folgen oder vorangehen
lassen, je nachdem der gesuchte Faktor als folgender oder voran-
gehender Faktor aufgefasst werden soll. AlsoB—A bedeutet den
Faktor C, welcher als zweiter Faktor mit B verkniipft A giebt, also
welcher der Gleichung gentigt :

B.C=A;

und —% bedeutet den Faktor C, welcher als erster Faktor mit B ver-
kniipft A giebt, d. h. der Gleichung geniigt:

C.B=A;
oder beide Bestimmungen durch blosse Formeln ausgedriickt:
A A
B.§.=A, .§-B=A.

Hierbei haben wir dann nur festzuhalten, dass wenn die Stufen-
zahlen von der Art sind, dass die Faktoren direkt vertauschbar
gsind, beide Quotienten gleichen Werth haben, wenn sie hingegen
nur mit Zeichenwechsel vertanschbar sind, beide Quotienten ent-
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gegengesetzten Werth haben. *) Daher wird man im ersteren Falle
auch das Zeichen des Punktes im Nenner weglassen konnen, wenn
man nicht etwa die Division noch ins Besondere als Hussere be-
zeichnen will. . '

§ 61. Es kommt nun darauf an, aus der formellen Bestim-
mung die wesentliche Bedeutung des Quotienten zu ermitteln. Da
das Hussere Produkt zweier Ausdehnungen stets eine Ausdehnung
giebt, welcher jene beiden untergeordnet sind und deren Stufen-
zahl die Summe ist aus den Stufenzahlen der Faktoren, so foigt
zunichst, dass auch der Quotient nur dann eine Ausdehnung dar-
stellen kidnne, wenn der Divisor dem Dividend untergeordnet ist,
d. h. von dem System des Dividend ganz umfasst wird; und dass
dann zugleich der Divisor von niedererer Stufe sein muss als der
Dividend, die Stufenzahl des Quotienten aber die Differenz ist zwi-
schen demen des Dividend und Divisors. In jedem andern Falle
kann also der Quotient keine Ausdehnung darstellen, sondern nur
eine formelle Bedeutung haben, die wir vorliufig auf sich beruhen
lassen. Umgekehrt zeigt sich aber auch, dass der Quotient jedes-
mal dann eine Ausdehnung darstellen muss, wenn jene Bedingung
erfilllt ist, dass ndmlich der Divisor dem Dividend untergeordnet
sei. Nimlich nach § 48 kann man jede Ausdehnung n-ter Stufe
auf (n— 1) beliebige ihr untergeordnete Faktoren bringen, sobald
diese nur von einander unabhiingig sind, und somit kann man sie
auch auf jede geringere Anzahl untergeordneter Faktoren bringen,
d. h. sie als Produkt darstellen, dessen einer Faktor eine beliebige
ihr untergeordnete Ausdehnung ist. Also

»Der Quotient ist nur dann, aber auch stets dann, eine Aus-

dehnung, wenn der Divisor dem Dividend untergeordnet und

von niedererer Stufe ist, und zwar ist seine Stufenzahl dann der

Unterschied der beiden Stufenzahlen des Dividend und Divisors. ¢

§ 62. Es bleibt nun zu untersuchen, ob in diesem Falle der
Quotient eindeutig ist, oder mehrdeutig, und wie im letztern Falle

*) Da die Vertauschung der Faktoren nur dann einen Zeichenwechsel
erfordert, wenn beide von ungerader Stufenzahl sind, das Produkt also von
gerader, so werden auch beide Quotienten nur dann entgegengesetzten Werth
haben, wenn der Dividend von gerader, der Divisor von ungerader Stufe ist;
in jedem andern Falle werden sie gleichen Werth haben.
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die Gesammtheit seiner Werthe gefunden werden kann. Es sei
]—A3~ der zu untersuchende Quotient, und B der Grisse A unterge-

ordnet. Nach dem vorigen § giebt es nun allemal eine Ausdehming,
welche mit B multiplicirt A giebt, d. h. welche als Quotient aufge-
fasst werden kann; es sei C eine solche, so dass also
B.C=A
ist, und die Frage ist die, ob es noch andere von C verschiedene
Ausdehnungen gebe, welche statt C in diese Gleichung gesetzt wer-
den konnen. Jedenfalls mtisste dieselbe (§ 61) von derselben Stufe
sein wie C. Jede von C verschiedene Ausdehnung derselben Stufe
wird sich, wenn X eine beliebige Grisse derselben Stufe ist, dar-
stellen lassen in der Form C - X, und es ist also X so zu be-
stimmen, dass
' B.(C+ X)=A

ist, wenn C 4 X auch als ein Werth des Quotienten I_;A— erscheinen

soll. Man hat dann
B.C4+ B.X=A=B.C,
d. h. :
B.X=0.
Nun giebt aber nach § 55 nur das Produkt zweier abhiingiger
Grossen, aber ein solches auch allemal null, folglich geniigt ausser
dem partiellen Werth C des Quotienten noch jede andere Grosse,
welche von ihm um einen vom Divisor abhiingigen Summanden ver-
schieden ist, aber auch keine andere. Die Gesammtheit dieser
Grossen, die von B abhiingig sind, oder welche statt X gesetat der
Gleichung
B.X=0
-geniigen,, kénnen wir nun nach der Definition des Quotlenten mit

% bezeichnen, somit haben wir
B.C
o o=ty
Dies Resultat kénnen wir in folgendem Satze darstellen:
»Wenn der Divisor (B) dem Dividend (A) untergeordnet und
von niedererer Stufe ist, so ist der Quotient nur partiell bestimmt,
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und zwar findet man, wenn man einen besonderen Werth (C)
des Quotienten kennt, den allgemeinen, indem man den unbe-
stimmten Ausdruck einer von dem Divisor (B) abhiingigen Grosse
zu jenem besondern Werth hinzuaddirt, oder es ist dann
A 0,

5.~ ¢T3

Auf die Raumlehre tibertragen sagt dieser Satz aus, dass
erstens, wenn zu einem Spathecke (Parallelogramme) die Grundseite
und der Flichenraum (nebst der Ebene, der er angehtren soll) ge-
geben ist, dann die andere Seite, die wir Hohenseite genannt
haben, nur partiell bestimmt sei, und dass, wenn ihr Anfangspunkt
fest ist, der Ort ihres Endpunktes eine mit der Grundseite parallele
gerade Linie sei; dass zweitens, wenn zu einem Spathe die Grund-
fliche und der Korperraum gegeben ist, die andere Seite (Hohen-
seite) nur partiell bestimmt sei, und der Ort ihres Endpunktes bei
festem Anfangspunkt eine mit der Grundfiiche parallele Ebene sei;
und dass endlich, wenn zu einem Spathe die Hohenseite und der
Korperraum gegeben ist, die Grundfliche partiell bestimmt sei, in-
dem dieselbe als der veriinderliche ebene Durchschnitt eines Pris-
mas, dessen Kanten der Hohenseite parallel sind, erscheint. Dies
letatere bedarf eines Nachweises. Ist niimlich eine Grundfliche
als besonderer Werth jenes Quotienten gefunden, d. h. giebt sie
wirklich mit der gegebenen Hohenseite #usserlich multiplicirt den
gegebenen Korperraum, und stellt man sich diese Grundfliche in
Form eines Spathecks vor, so wird man jedes andere Spatheck, was
mit der gegebenen Hohenseite dusserlich multiplicirt dasselbe Produkt
giebt, dadurch aus dem ersten gewinnen, dass man den Seiten des
ersten beliebige mit der Hohenseite parallele Summanden hinzuftigt,
worin dann der ausgesprochene Satz liegt.

§ 63. Aus dem Satze des vorigen § ergiebt sich, dass man
die Gesetze der arithmetischen Division nicht ohne weiteres auf unsere
Wissenschaft tibertragen konne, namentlich dass man im Dividend

*) Es ist dies unbestimmte Glied sehr wohl zu vergleichen mit der un-
bestimmten Konstanten bei der Integration, und das eigenthiimliche Ver-
fahren, welches dadurch herbeigefiihrt wird, ist hier dasselbe wie dort,**)

*¥) Vergleiche die Anm. zu 8. 7 und 12. (1877.)
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wnd Divisor nicht gleiche Faktoren wegheben diirfe. Aber da iiber-
haupt die Rechnung mit unbestimmten, wenn auch nur partiell un-
bestimmten Grissen, mannigfachen Schwierigkeiten unterliegt, und
in der anderweitigen Analyse des Endlichen nichts vollkommen ent-
sprechendes findet, so ist es am zweckm#ssigsten, diesen unbestimmten
Ausdruck durch bestimmte Ausdriicke zu ersetzen.

Es ergiebt sich némlich, dass der Quotient ein bestimmter ist,
sobald derselbe seiner Art nach gegeben d. h. das System gleicher
Stufe bestimmt ist, dem er angehtren soll, vorausgesetzt nimlich,
dass dies System von dem des Divisors unabhiingig, dem Systeme des
Dividend aber untergeordnet sei. Wird diese Voraussetzung er-
fullt, so ist in der That immer ein aber auch nur Ejn Werth des
Quotienten moglich, welcher in dem gegebenen Systeme liegt. Denn
denkt man sich irgend eine diesem Systeme gleichartige Ausdeh-
nung (C) mit dem Divisor multiplicirt, so wird das Produkt dem
Dividend gleichartig sein, also auch durch Vergrisserung oder Ver-
kleinerung jener Ausdehnung (C) dem Dividend gleich gemacht
werden kénnen, wobei diese Ausdehnung (C) selbst sich als Quo-
tient darstellt. Aber auch nur Ein solcher Werth des Quotienten
wird hervorgehen, es sei niimlich C ein solcher Werth des Quotienten

g—, 8o dass also B.C==A ist; es verwandle sich C in eine jhm

gleichartige Grosse C - Cy, wo C; nicht gleich null ist, so hat
man B.(C+4 Cy) = B.C4 B.Cy = A 4 B.Cy; es ist also
B (C 4 C,) nicht gleich A, da B.C,, weil beide Faktoren nach der
Voraussetzung von einander unabhiingig sind, nicht null geben kann.
Also jeder andere mit C gleichartige Werth geniigt statt C gesetat
nicht der Gleichung
B.C=A,

d. h. kann nicht als ein Werth des Quotienten ]% aufgefasst werden ;
also giebt es nur einen solchen. Dies Resultat kann man auch
so .ausdriicken: Wenn zwei gleiche Produkte einen gleichen Faktor
haben, und der andere Faktor in beiden gleichartig, von dem ersten
aber unabhiingig ist, so ist auch dieser in beiden gleich. Es kommt
nun darauf an, fiir diesen bestimmten Quotienten eine angemessene
Bezeichnung zu finden. Es sei P der Dividend, A der Divisor, B
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eine Grisse, welcher der Quotient gleichartig sein soll, A und B seien
beide dem Systeme P untergeordnet, aber von einander unabhiingig ;
dann wird P sich als Produkt von A, in B, wo A, mit A gleichartig-
ist, darstellen lassen, der Quotient wird also
A;.B
A,

sein; diesen kdnnen wir, sofern er mit B gleichartig sein soll, vor-
linfig mit

4,
IB

bezeichnen. Also % B soll die mit B gleichartige Grisse By be-

zeichnen, welche der Gleichung
A;.B=A.B,
gentigt. *) »
§ 64. Um nun die Bedeutung dieser Ausdriicke auszu-
mitteln, haben wir die Verbindung eines und desselben Ausdrucks

*) Die Bezeichnung kann keine Zweideutigkeit hervorrufen, da wir bis-
her noch nicht einen Quotienten zweier gleichartiger Grissen kennen gelernt

A
haben. Dabei bleibt vorliufig unentschieden, ob in dieser Bezeichnung 11

in der That als Quotient und seine Verbindung mit B als Multiplikation auf-
zufassen sei; doch wird die Angemessenheit der Bezeichnung erst dann klar
werden kdnnen, wenn wirklich jene Auffassung sich herausstellt. Durch
einen Seitenblick auf die Zahlenlehre, mit welcher hier unsere Wissenschaft
in Beriihrung tritt, ohne aber von ihr S#tze zu entlehnen, leuchtet ein, dass.
wenn A, ein Vielfaches von A ist, auch B, ein eben so Vielfaches von B

sein miisse, und dass also, wenn wir unter % die Zahl verstehen, welche:

angiebt, ein Wievielfaches A; von A sei, dann B, in der Form %’- B darge-

stellt werden konne. Allein 8o einfach diese Anwendung der Zahlenlehre
auch sein mag, so diirfen wir sie hier nicht aufnehmen, ohme unserer
Wissenschaft zu schaden. Auch wiirde sich dieser Verrath an unserer
Wissenschaft bald genug réichen durch die mannigfachen Verwickelungen
und Schwierigkeiten, in die wir sebr bald durch den Begriff der Irrationalitiit.
gerathen wiirden. Wir bleiben daher, ohne uns durch die betriigerische
Anssicht aunf einen bequemen Weg verlocken zu lassen, unserer Wissenschaft.
getreu.
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A Lo
I' mit verschiedenen Grissen zu untersuchen. Zuniichst ergiebtsich,

dass, wenn A, B, C von einander unabhiingig sind, und
A
| f B =B,
ist, dann auch allemal
A By
N C= B C

sein muss. Denn aus der ersten Gleichung hat man nach der De-
“finition
Al . B = A . B‘ .
Und setzt man %—i- C = C, so ist

A .C=A.C,.

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit C, die zweite mit
B (auf zweiter Stelle), so hat man

Ay.B.C=A.B;.C

A{.B.C=A.B.C,.
Also auch

A.B;.C=A.B.C;.
Da nun B,.C mit B.C, gleichartig ist, und der andere Faktor (A)
sowohl als das Produkt auf beiden Seiten gleich ist, so muss (§ 63)

B;.C=B.C;;d. b

B, 4,
sein. Also wenn )
%1- B = B‘
. . Lo Ay By . . .
ist, so geben die Ausdriicke X und B mit jeder beliebigen von

A .B unabhiingigen Grdsse verbunden dasselbe Resultat. Aber wir
ktnnen nun zeigen, dass dies auch dann noch der Fall sein miisse,
wenn beide Ausdriicke mit einer Grosse C verbunden sind, welche nur
von A und von B unabhiingig ist, ohne zugleich von dem Produkte
A .B unabbiingig. zu sein. Zun#chst erweisen wir dies fiir den
Fall, dass C eine Strecke sei, die wir mit ¢ bezeichnen wollen.
Es sei also
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—AA—i—c— ¢y oder Aj.e=A ¢,
wo ¢ zwar von A und B unabhiingig, aber von A .B abhlngig sei.
Um nun zu zeigen, dass dann, wenn

% B ==B, ist, auch -gi c=-—i—'c=c,
sein miisse, suchen wir den Faktor ¢ durch Hinzufligung einer von
A .B unabhiingigen Strecke p selbst davon unabhingig zu machen.
Man erhiilt dann statt A, .c den Ausdruck A, .(c4p); diesem wird
ein Ausdruck gleichgesetzt werden konnen, dessen erster Faktor A
und dessen zweiter mit (c—-p) gleichartig ist, und also als Summe
zweier mit ¢ und p gleichartiger Stiicke dargestellt werden kann, es
sei derselbe cg -+ py 50 hat man

Ay.(c+p)=A.(3+Fp)

Multiplicirt man diese Gleichung mit p, so erhilt man
Aj.c.p==A.cy.poder,da A;.c=A.g¢ ist,
A.cj.p=A.c3.p
und daraus folgt, da die entsprechenden Faktoren gleichartig sind,

nach § 63 die Gleichung
€ ==0C5.

Fithrt man daher statt ¢y diesen Werth ¢; oben ein, so erhilt man

Ay.(c+p)=A.(cs+py)-
Und da nun p von A.B unabhingig war, also auch (c -} p) davon
unabhiingig ist, so kénnen wir nun das oben erwiesene Gesetz an-
wenden, dass

By.(¢e4p)=B.(e1+p1)
ist; also auch, mit p multiplicirt,

By.c.p=B.c;.p;
und da hier die entsprechenden Faktoren gleichartig sind, so hat man
B;.c=B.c¢, oder %c=q=%c

auch dann noch, wenn ¢ von A.B abhiingig ist. Nun konnen wir
dies Resultat leicht ausdehnen auf den Fall, dass die Ausdriicke
4,

B, .
X und B welche der Gleichung

—i_l'B=Bi oder Ai.B=A.B|
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entsprechen, mit einer beliebigen von A und von B unabhingigen
Grdsse hoherer Stufe C verbunden sind. Es gei C=c.d.e....,
50 lisst sich jede mit C gleichartige Grese Cyinder Form ¢y .d.e. .
darstellen, wie wir schon an mehreren Orten gezeigt haben. Ist also
j—'C=C, oder A; .C=A.C,,
50 hat man nun durch jene Substitation
Aj.c.d.e....=A.¢.d.6...,
woraus, vermige der Gleichartigkeit der Faktoren, folgt (§ 63)
Aj.c==A.c,
somit auch nach dem so eben erwiesenen Satze
By.c=B.¢,
also auch durch Wiederholung derselben Schlussreihe
By.c.d.e...=B.c.d.e...,
d. h.

4

BI.C=B.01 Oder C=C1= C.

‘Wir haben somit den allgemeinen Satz bewiesen:
A

» Wenn 1—’—

welche von A und von B unabhiingig ist,

B =31, ist, so ist auch in Bezug auf jede Grosse C,
Ay By
C= B C.

A
stimmt ist, so fern sie mit Grissen verbunden sind, die von A und B
unabhiingig sind, und fiir jede zwei solche Verbindungen, in welche

A B
—A—1 und B—’ mit derselben Grisse eingehen, unter der Voraussetzung,

§ 656. Da nun der Begriff der Ausdriicke A und ]%'- nur be-

dass

A

KlB=B,
ist, die Gleichheit dargethan ist, so folgt, dass wir berechtigt sind,
die Ausdriicke — A’ nnd B— unter obiger Voraussetzung selbst ein-

ander glelchzusetzen, und dadurch den Begnﬂ' den diese Ausdriicke
an sich haben, zu bestlmmen Also
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» Wenn %B—Bi oder A;.B=A. B, ist (A und B von ein-

ander unabhitngig gedacht), so setzen,wir % gleich B—' “

Es ist klar, wie hierdurch die Bedeutung von %B auch dann

bestimmt ist, wenn B von A abh#ngig ist; denn man hat nur eine
Hiilfegrosse C anzunehmen, welche von A und B unabhingig ist,
und C; so zu bestimmen, dass nach der angegebenen Definition
g—’ gleich ist %, so ist durch Substitution des Gleichen

N

A B= R B
und dadurch auch der Begriff des ersten Ausdrucks bestimmt. Nament-
lich ergiebt sich daraus, dass

4,

‘A
ist. Denn nimmt man eine Hiilfsgrdsse B, welche von A unabhingig
ist, und setzt

A=.Al

44 B1 Bl
| Jd. b olA=A,,
A A1
so muss auch nach dem allgememen Begriﬂ' des Gleichen
AyB
A A= B A

gein; der letztere Ausdruck ist aber, wir wir soeben zeigten, gleich
A;, also auch der erstere, was wir zeigen wollten. Hieraus nun

folgt zugleich, dass der Ausdruck j

den konne, sobald seine Verbindung mit andern Grissen, wie wir
sie bisher beschrieben, als Multiplikation dargethan ist, d. h. die Be-
ziehung jener Verbindung zur Addition als eine multiplikative nach-
gewiesen ist.

§ 66. Znerstist-z—'(b+c)=%b+ Nﬁmhch T (b+c)

st eine mit b -}~ ¢ gleichartige Strecke, welche sich daher auch in
Stiicken ausdrticken lassen muss, die mit b und ¢ gleichartig sind ; es
seien dies by und ¢,, also

als Quotient aufgefasst wer-

e i I -
/"("" AR RN .__‘7 - 7
k ; P

Ve o0 3

, _——
R
#
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D PR %(b+c)=b,-|—c,
oder Ay .(b - ¢)=A.(b; + ¢).

Man multiplicire diese Gleichung mit ¢, so hat man
A. .b.c=A.bl .Cy
also auch vermége der Gleichartigkeit der Faktoren

Ai .b=A-bi oder %b=‘-‘b‘.

Auf dieselbe Weise ergiebt sich durch Multiplikation mit b, dass

A
A —ci
ist; substituirt man diese Ausdriicke fiir by und ¢; in die obige

Gleichung °), so hat man in der That

%(b—}- ¢) = %b-{-%ﬁc.
Es ist dies nun auszudehnen auf den Fall, dass statt b und ¢ Aus-
dehnungen hherer Stufen B und C eintreten. Die Summe derselben
giebt nach § 47 nur dann eine Ausdehnung, wenn beide Ausdehnungen
n-ter Stufe sich auf einen gemeinschaftlichen Faktor (n—1)ter Stufe
bringen lassen. Es sei daher

B=b.E, C=c¢.E.

Dann sei

A A
A—'b=b,; Kic= ¢y, also Ay . (b4 c)=A.(b; + ¢),
so ist auch noch, wenn man diese Gleichung mit E multiplicirt,

Ay.(b+c) . E=A.(by + ¢).E

Ay . (b.E+c.Ey=A.().E+ ¢ .E)

oder

oder

")...%(B+C)==b,.E+c,.E.

Es ist aber, wenn man die Gleichungen, durch welche by und ¢, be-
stimmt wurden, in Produktform darstellt und mit E multiplicirt,
A;.b.E=A.bj . E; Aj.c.E=A.¢,.E
also :
4y

A B=b‘.E
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und auf dieselbe Weise
él C ==Cq . E.

Diese Ausdriicke fiir by . E und ¢; . E in die oblge Gleichung * *) sub-
stituirt, hat man

A
’(B + O =—B + A
Gilt nun die multiplikative Bezlehung fir reale Summen, so gilt
sie auch fiir formale, weil diese ihrem Begriffe nach nur durch jene

bestimmt sind ; da n#mlich dann B -} C keine Ausdehnung darstellt,
so hat auch

4,
7 B+0
nur die formelle Bedeutung, dass es
A Ay
3B 4 Y C
gesetzt werde. Es gilt also die multiplikative Beziehung fiir diese

Ausdriicke (% ete. ) allgemein, und ihre Verkniipfung, wie wir sie

aufgefasst haben, ist als wahre Multiplikation zu fassen. Also.stauch
iA—’ selbst ein wahrer Quotient *).

§ 67. Um eine anschaulichere Idee des Quotienten zu gewinnen,
gehen wir zuniichst von Strecken aus; es seien & und b von einander
unabhiingig, und

“—‘=£1 oder a,.b=a2.by,

80 hat man aus der letzten Gleichung

8. b4by.a=0,
oder da man dem zweiten Faktor Stiicke hinzufigen darf, die dem
ersten gleichartig sind,

*) Da die Stufenzahl des Quotienten die Differenz ist zwischen den Stufen-

zahlen des Dividend und Divisor, so ist—:—' als Ausdehnungs-Grisse O-ter Stufe

zu fassen, was auch damit iibereinstimmt, dass wenn eine Ausdehnung mit
ihr multiplicirt wird, sich deren Stufenzahl nicht #ndert.

’
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a.(a 4 b) -} by.(a 4 b)=o0,
(8.1 + bi)'(a + b)==o,
d. h. (a8 - b) und (a; 4 by) sind gleichartig oder konnen als Theile
desselben Systems erster St. aufgefasst werden. Nach der Erzeugungs-
weise des Systems erster St. mussten dann a, und by entsprechende
Theile von a und b sein. Schreibt man nun die urspriingliche
Gleichung als Proportion :
ag:a=Dby:b,
so gelangt man zu dem Satze: Vier Strecken stehen in Proportion,
wenn die erste von der zweiten der entsprechende Theil ist, wie die
dritte von der vierten. Nach dem Begriff des Quotienten zweier gleich-
artiger Gréssen bleibt der Werth desselben ungelindert, wenn man
Dividend und Divisor mit derselben unabhingigen Ausdehnung multi-
plicirt, den Quotienten erweitert ; némlich wenn
a;.b=a.b;; also :—’=%
ist, so ist auch
a;.E.b=a.E.by, also
S b

Somit kann man auch jedes Verh#ltniss durch eine beliebige Aus-
dehnung erweitern. Nun kénnen wir sagen, dass a, . E von a.E der
entsprechende Theil ist, wie a; von a, und somit haben wir den all-
gemeinen Satz: Vier Grssen stehen in Proportion, wenn die erste von
der zweiten der entsprechende Theil ist, wie die dritte von der vierten.

§ 68. Wir haben nun die Verkniipfungen dieser neu ge-
wonnenen Grossen, die wir Zahlengrigssen nennen, sowohl unter sich,
als mit den Ausdehnungsgréssen darzustellen. Die multiplikative
Verkniipfung derselben mit den' Ausdehnungsgrssen haben wir dar-
gestellt, und ihre Beziehung zur Addition gesichert. Wir haben
nun die rein multiplikativen Gesetze dieser Verkntipfung, d. h. die
Vereinbarkeit und Vertauschbarkeit der Faktoren zu untersuchen.
Es ergiebt sich, dass man in einem Husseren Produkt, worin Zahlen-
grossen vorkommen, diese jedem beliebigen Faktor zuordnen kann

ohne den Werth des Resultates zu #ndern. In der That ist, % mit

« bezeichnet,
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« (B.C)=(aB).C.
Denn es sei @B oder ?B =B,, oder

a.B=2a.B,,
80 hat man durch Mnlhphkatwn mit C
B.C=a.B,.C;
also auch nach der Deﬁnition

il-CB.C)=-B[.4C, oder

a(B.C)==(aB).C
Was die Vertauschbarkeit anbetrifft, so ist dxe Bedeutung des Aus-
drucks Ae, wo A eine beliebige Ausdehnung, e aber eine Zahlen-
grosse ist, noch nicht festgesetzt; und wir kénnen diese Bedeutung
nach der Analogie bestimmen. Numlich da die Ausdehnungsgrisse
nullter Stufe als Ausdehnungsgrisse von gerader Stufe erscheint, eine
solche aber in einem #usseren Produkt beliebig geordnet werden darf,
80 konnen wir feststellen, dass unter Ac dasselbe verstanden sein
solle, wie unter @A, woraus dann folgt,
pdass die Stellung einer Zahlengrisse innerhalb eines #usseren
Produktes ganz gleichgiiltig ist.“
Was endlich den Quotienten einer Ausdehnung durch eine Zahlen-
grosse betrifft, so ist dessen Bedeutung aus dem allgemeinen Begriff
der Division sogleich klar, und die Eihdeuﬁgkeit dieses Quotienten,
8o lange der Divisor nicht O wird, ergiebt sich leicht. In der That
es gel
]i =X y &= ’8_7
[ ay
wo a von B unabhiingig sei, so hat man

aX =B, :—X=B, a.X=3a,.B,
1

und wir haben oben gezeigt, dass es nur Einen mit B gleichartigen
Werth X giebt, welcher dieser letzten Gleichung geniigt, withrend
jene Gleichartigkeit in den vorhergehenden Gleichungen ausge-
sagt ist.

§ 69. Zudem Begriffe des Produktes mehrerer Zahlengrossen ge-
langen wir vom fortschreitenden Produkte aus. Setzen wir das Produkt
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wo die Ausdehnung P mit den Zahlengrissen «, 8, y,.... fort-
schreitend, d. h. so multiplicirt werden soll, dass das Resultat
jeder fritheren Multiplikation mit der nichstfolgenden Zahlengrosse
multiplicirt wird : so entstehtdie Aufgabe, eine Zahlengrisse zu finden,
mit welcher P multiplicirt sogleich dasselbe Resultat P; gebe.
Zu dem Ende seien @, f, 7,... dargestellt in den Formen %, —'];—',
gl ....,s0dass P, A, B, C.... alle von einander unabhiingig seien.
Multiplicirt man dann beide Seiten der obigen: Gleichung -) mit
A.B.C..., so kann man nach dem vorigen § die Zahlengrssen
4, By Cy

a, fB7... oderz-, Bro

. jedem beliebigen dieser Faktoren zu-

ofdnen, also auch % dem A q. s. w., und erhilt dadurch

P.A.B,.C....=P; .A.B.C...
Also ist, da Py dem P gleichartig ist, nach der Definition des
Quotienten
A.B,.Cy...

h=Fis.0.."
Somit haben wir das Gesetz, dass
A4B,Cy =PA,.B,.C, ey
"ABC T A.B.C....

ist, zuniichst zwar nur, wenn P von A.B.C... unabhiingig ist, aber
demniéichst auch, wenn P hiervon abhingig ist. Um dies zu zeigen,
stellen wir zuerst die Zahlengrissen e, 8, y... oder die Quotienten
%’- .... in neuen Formen (f:i etc.) dar,so dassPvon4.B.I....unab-
hiingig ist, so werden wir nun das obige Gesetz anwenden knnen, und
eine Zahlengrisse ¢ erhalten, welche statt der fortschreitenden Fak-
toren %, . (oder ;ﬁ ces ) gesetzt werden kann und welche gleich
Al-B‘-r‘ LR NN ]
4A.B.T....
welche sowohl von A.B.C....... als auch von diesen neuen Grissen
A.B.I... unabhiingig ist, so ergiebt sich Q @« £ y.... vermige
der ersten Grissen gleich

ist. Nimmt man nun eine Ausdehnung Q zu Hiilfe,
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Ay .B.Cy...
CEB.C..
vermige der zweiten aber gleich
Qe
Also ist
A, .B,.Cy...
¢=xBC.. "
Nun war aber
P.afy...==Pp-

vermoge der zweiten Reihe von Formen, also ist auch vermége des
gefundenen Werthes fiir ¢

Ai Bl Ci PA"'.BI.CI'.'

ABC T TAB.C...."
Es ist also das obige Gesetz in seiner ganzen Allgemeinheit be-
wiesen.

§ 70. Hieraus gehen sogleich zwei fiir die Verkniipfung der
Zahlengrissen hiochst wichtige Folgerungen hervor, niimlich erstens,
dass, wenn fiir irgend eine Grosse P die fortschreitende Multipli-
kation mit mehreren Zahlengrissen @, 8, y... durch die Multipli-
kation mit einer bestimmten Zahlengrisse ¢ ersetzt wird, dies auch
fir jede andere Grosse gilt, die statt P gesetzt wird, indem niimlich
der fir ¢ im vorigen § gewomnene Ausdruck ginzlich unabhingig
ist von P, und nur von den Zahlengréssen , §,. .. abhiingt; zweitens
dass die Zahlengrdssen auch beliebig unter sich vertauscht werden
A .By....
A.B...
gleiche Vertauschungen vornehmen kann, indem dadurch in beiden
gleiche Zeicheniinderungen, also fiir den Werth des Quotienten gar
keine hervorgeht. Die erste dieser Folgerungen berechtigt uns, das
Produkt afly. .. selbst gleich ¢ zu setzen. Also:

»Unter dem Produkte mehrerer Zahlengrssen ist diejenige

Zsahlengrosse zu verstehen, welche in ihrer Multiplikation mit

irgend einer Ausdehnung dasselbe Resultat liefert, als wenn diese

Ausdehnung fortschreitend mit den Faktoren jemes Produktes

multiplicirt wird.“

Hiernach ist also, wenn A, B, C... von einander unabhiingig sind,

kdnnen, weil man in dem Produkt im Zihler und Nenner
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Ay B; Gy A.By.Gy....

Die zweite Folgerung, die wir vorher ableiteten, sagt nun aus, dass
man Zahlengrissen als Faktoren unmittelbar vertauschen kgnne.

§ 71. Um nun die Geltung aller Gesetze arithmetischer Mul-

tiplikation und Divison (s. § 6) fiir die Zahlengrissen nachzuweisen,

haben wir noch die Eindeutigkeit des Quotienten %, so lange @ nicht
null ist, darzuthun. Es bedeutet nach der allgemeinen Definition
analytischer Verkntipfungen é diejenige Grosse, welche mit & multi-

plicirt £ giebt; es sei nun ety gleich #, so haben wir zu zeigen, dass,
wenn zugleich ey’ gleich £ sei, y nothwendig gleich y" sein miisse,
vorausgesetzt noch immer, dass @ nicht null sei. Es soll also, wenn
A irgend eine Ausdehnung vorstellt, vorausgesetzt werden, dass
AB=A(ey)—=A (ay)
sei; da man aber nach dem vorigen § statt mitdem Produkte, mitden
einzelnen Faktoren multipliciren kann, so hat man auch
(Ae) y=(Aa) 7.

Nun haben wir aber bei der Definition der Zahlengrisse fest-
gesetzt, dass zwei Zahlengrissen, welche mit derselben Ausdehnung
multiplicirt gleiches Resultat geben, auch als gleich betrachtet wer-
den miissen. Ist nun ¢ nicht null, so ist Ae eine wirkliche Aus-
dehnung, also nach der angefihrten Bestimmung y==y, d. h. der
Quotient zweier Zahlengrissen eindeutig, so lange der Divisor nicht
null ist. Da nun auf der Vertauschbarkeit und Vereinbarkeit der
Faktoren, wie auch auf der Eindeutigkeit des Quotienten in dem
angegebenen Umfange, alle Gesetze arithmetischer Multiplikation
und Division beruhen (§ 6) und dieselben Gesetze auch fir die Ver-
kniipfung der Zahlengrssen mit den Ausdehnungen gelten (§ 68), so
ergiebt sich, dass

nalle Gesetze arithmetischer Multiplikation und Division fiir die

Verkntipfung der Zahlengrossen unter sich und mit den Aus-

dehnungsgrossen gelten.* *)

#*) Wir entlehnen dabei nichts aus der Arithmetik, als nur den Namen,

indem wir die Gesetze dieser Verkniipfungen in der allgemeinen Formenlehre
§ 6 unabhiingig dargethan haben.
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Hierdurch ist nun zugleich der wesentliche Zusammenhang
zwischen der arithmetischen und der #usseren Multiplikation darge-
than, indem jene als specielle Gattung von dieser erscheint fiir den
Fall néimlich, dass die Faktoren Ausdehnungsgréssen nullter Stufe
sind. Wir bedienen uns daher fir die Multiplikation der Zahlen-
grossen beliebig bald des Punktes bald des unmittelbaren Aneinander-
schreibens, indem das letztere uns oft bequem ist, um die Klammern
zu ersparen und dadurch die Uebersicht zu erleichtern.

§ 72. Um zur Addition zweier Zahlengrossen (e und £) zu ge-
langen, haben wir zuniichst den Ausdruck

aC + fC=C,
zu betrachten, und die Zahlengrisse zu suchen, mit welcher C mul-
tiplicirt werden muss, damit derselbe Werth C; hervorgehe. Zu

dem Ende seien e, # dargestellt in den Formen :—1 und :—’, WO &
von C unabhiingig sei. Die obige Gleichung verwandelt sich dann in
3 ot |
: c+ y C=C,

und durch die Mult%plikation mit a in
ay.C+a3.C==a.Cy, oder (a; | 25).C=2a.Cy,
also

o,=$’ C.

‘Wir haben somit den Satz gewonnen, dass
& g n__ % + 2 “
g, C+ a C a C

sei, und zwar zunlichst nur, wenn a von C unabhingig ist, aber auf
dieselbe Weise wie in § 69 14sst sich dies auf den Fall der Abhitngig-
keit ausdehnen. Aus diesem Satze nun geht hervor, dass wenn
aC+4p8C=yC

ist, dann auch, weil der Ausdruck fiir y nur von @ und # und nicht
von C abhlingig ist, dieselbe Gleichung fiir jeden Werth von C fort-
besteht, und darin liegt die Berechtigung in diesem Falle @ 4 £
gleich y zu setzen. Also wir setzen

a+ﬂ=77

@C 4 fC=yC

wenn
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ist, wo C irgend eine Ausdehnung bezeichnet, d. h. nach der De-

finition ist
»@C 4 BC=(a -} p)C“

Um nun diese Verkntipfung als wahre Addition nachzuweisen,
haben wir die Geltung der additiven Grundgesetze und der additiven
Beziehung zur Multiplikation darzuthun. Zuerst liegt die Vertausch-
barkeit der Stiicke direkt in der Definition, da auch die Stticke aC
und SC vertauschbar sind. Um die Vereinbarkeit der Stticke nach-
zuweisen gehen wir darauf zurtick, dass

(@C 4+ AC) +yC=aC + (8C + 7C)
ist ; diese Gleichung verwandelt sich, wenn man das in der Definition
dargelegte Gesetz auf jeder Seite zweimal anwendet, in

e+ A +1rC=[+E+n]C
@+BfFr=e+ B+

Endlich ist auch das Resultat der Subtraktion eindeutig. Denn
wird der Werth von £ in der Gleichung

@+ f=y

a a a .
gesucht, so erhalten wir, wenn & = ;1, p= ;3, y== ;3 gesetzt wird,

woraus folgt

nach dem obigen die Gleichung

8y + ag==ay,
oder

ag = ag — 8.
Also hat ag einen bestimmten Werth, also auch :—’ oder 8, d. h.

y — e hat nur Einen Werth, das Resultat der Subtraktion ist ein-
deutig. Da somit die Grundgesetze der Addition und Subtraktion
gelten, so gelten aunch alle Gesetze derselben.
§ 73. Es bleibt uns nur noch iibrig, die Beziehung dieser
Addition zur Multiplikation darzustellen, und zu zeigen, dass
| a(f+=ap + ey
ist. Es ist nach der Definition des Produktes (§ 70)
P.a(+7y)=Pa.(84 )
wo der Punkt zugleich die Stelle der Klammern vertreten soll, der
Ausdruck der rechten Seite ist aber nach dem vorigen §
=Pea.f 4 Pa.y
=P.af -} P.ay.



§ 74 Gesetz fiir die Verkntipfung der Zahlengrissen. 109

Also ist wiederum nach dem vorigen §, da
P.a(@+7)=P.acf+P.ay

ist, auch @ (8 4 y)=af + ay. Durch Verkntipfung dieses

Resultates mit den frither gewonnenen gelangen wir nun zu dem

allgemeinen Lehrsatze :

»Alle Gesetze der arithmetischen Verkniipfungen gelten auch
fir die Verknpfungen der Zahlengréssen unter sich und mit
den Ausdehnungen; und alle Gesetze der susseren Multiplika-
tion und ihrer Beziehung zur Addition und Subtraktion bleiben
bestehen, auch wenn man die Zahlengrisse als Ausdehnungs-
grosse null-ter Stufe nimmt, nur dass das Resultat der Division
mit ihr ein bestimmtes wird.*

‘Wenden wir den Begriff der Abhingigkeit, wie wir ihn in § 55
fiir Ausdehnungen aufstellten, auch auf die Zahlengrissen an, als
Ausdehnungsgrissen null-ter Stufe, so zeigt sich, dass diese immer
unter sich und von allen Ansdehnungsgrissen unabhingig gedacht
werden miissen, wenn nicht etwa eine dieser Grissen null wird. Die
Null hingegen erscheint nach § 32 immer als abhingig. Auf der
andern Seite erscheinen die Zahlengrissen stets als einander gleich-
artig.

§ 74. Da wir schon in den Anwendungen zu den vorigen
Kapiteln der leichteren Uebersicht wegen die Zahlengrsse mit auf-
genommen hatten: so bleibt uns hier nur noch tibrig, die hier gewihlte
Methode auf die Geometrie anzuwenden. Es ist als ein wesent-
licher Uebelstand bei den bisherigen Darstellungen der Geometrie
zu betrachten, dass man bei der Behandlung der Aehnlichkeitslehre
auf diskrete Zahlenverhiltnisse zuriickzugehen pflegt. Dies Ver-
fahren, was sich zuerst leicht darbietet, verwickelt, wie wir schon
oben andeuteten, bald genug in die schwierigen Untersuchungen
tiber inkommensurable Grossen; und es rfcht sich das Aufgeben
des rein geometrischen Verfahrens gegen ein dem ersten Anscheine
nach leichteres durch das Auftreten einer Menge schwieriger Unter-
suchungen von ganz heterogener Art, welche tiber das Wesen der
riumlichen Grossen nichts zur. Anschauung bringen. Allerdings
kann man sich nicht der Aufgabe entziehen, die riumlichen Grissen
zu messen und das Resultat dieses Messens in einem Zahlenbegriff
- auszudriicken. Allein" diese Aufgabe kann nicht in der Geometrie
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selbst hervortreten, sondern nur dann, wenn man ausgeriistet einer-
seits mit dem Zahlenbegriff, andrerseits mit den r¥umlichen An-
schauungen, jenen auf diese anwendet, also in einem gemischten
Zweige, welchen wir im allgemeinen Sinne mit dem Namen der
Messkunde belegen kinnen, und von welchem die Trigonometrie
ein besonderer Zweig ist.*) Bis auf diesen Zweig nun die Aehn-
lichkeitslehre oder auch noch gar die Flicheninhaltslehre hinaus-
schieben zu wollen, wie es zwar nicht der Form nach, aber dem
Gehalte nach in der That bisher geschehen ist, hiesse die (reine)
Geometrie ihres wesentlichen Inhaltes berauben. Nun finden wir
zu dem Wege, den wir hier verlangen, in der neueren Geomeirie
mannigfache Vorarbeiten, in unserer Wissenschaft aber ist uns der
‘Weg selbst aufs vollkommenste vorgezeichnet.

§ 76. Es bieten sich hier zwei Ausgangspunkte dar, welche
jedoch ihrem Wesen nach zusammenfallen, wie verschieden auch
jhr Ausdruck klingen mag. Numlich vier Strecken, von denen die
beiden ersten und die beiden letzten unter sich parallel sind, aber
picht diese mit jenen, stehen in Proportion, nach der ersten Be-
trachtungsweise, wenn das Spatheck aus der ersten und vierten
gleich ist dem aus der zweiten und dritten, nach der zweiten Be-
trachtungsweise, wenn die Summe aus der ersten und dritten (im
Sinne unserer Wissenschaft) parallel ist mit der Summe aus der
sweiten und vierten. Schon aus der in § 67 gefiihrten Entwickelung
geht die wesentliche Uebereinstimmung beider Betrachtungsweisen
hervor, indem wenn

8.b=a.by
war, daraus hervorging, dass
(31 + by). (8 4 b)=0*¥)

d. h. beide Summen (a - b) und (a; 4 by) parallel waren, und
ebenso wiirde aus der letzten Gleichung die erste folgen; und es

*) Die Zahlengrosse, wie wir sie in unserer Wissenschaft entwickelt
haben, erscheint nicht als diskrete Zahl, d. h. nicht als eine Menge von
Einheiten, sondern in stetiger Form, als Quotient stetiger Grossen, und
setzt daher den diskreten Zahlenbegriff keinesweges voraus.

*¥) Die Formeln sind hier nur Reprlisentanten geometriacher Sitze, die
ein jeder leicht aus denselben herauslesen kann, s. Fig. 12, a. ,
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ist also gleichgiiltiz, von welcher der beiden Gleichungen wir die
Giltigkeit der Proportion

ag:a==by:b S
abhiingig machen. Wir wollen die zweite Betrachtungsweise als die
geometrisch einfachere withlen und konnen dieselbe so ausdriicken:
‘Wenn zwei Dreiecke parallele Seiten haben, so sagen wir, dass zwei
beliebige parallele Seiten beider sich verhalten, wie zwei andere in
entsprechender Folge genommen; denn wenn a und b zwei Seiten
des einen, und a; und by die damit parallelen Seiten des andern
sind, so sind eben dann und nur dann a - b und a; 4 by einander
parallel. Hierbei ist wohl zu beachten, dags auf dieser Stufe vier
Strecken, als Strecken d. h. mit festgehaltener Liinge und Richtung
aufgefasst, nur dann als proportiomirt erscheinen, wemnn sie paar-
weise parallel sind, und diese parallelen Strecken stellen wir dann
in der Proportion auf die beiden ersten und auf die beiden letzten
Stellen. - '

§ 76. Der eigentliche Nerv der Entwickelung beruht nun
darin, die Proportion als Gleichheit Zweier Verhiltnisse nachzu-
weisen, so dass, wenn

a:8y==b:by, und

a:ay==c:iey
ist, auch

b:by=c:¢, .

sei. Um den geometrischen Ausdruck dieses Satzes gu finden,
setzen wir ¥)

a==AB, a; =AC

b=BD, by =CE;
dann wiirden, wenn die erste Proportion bestehen soll, die Punkte
A, D, E eine gerade Linie bilden miissen, weil a -+ b, d. h. (AD)
parallel sein soll, a; - by, d. h. AE, ebenso sei

¢==BF, ¢, =CG,
so werden wieder vermige der zweiten Proportion die Punkte
A, F, G eine gerade Linie bilden; soll nun auch die dritte Pro-
portion richtig sein, so miisste DF parallel mit EG sein; es ist also
zu zeigen, dass, wenn die Ecken eines Dreiecks in geraden Linien
fortrticken, die sich in Einem Punkte scheiden, und zwei von den

*) 8. Fig. 12, b.
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Seiten parallel bleiben, auch die dritte parallel bleiben mtisse. Dieser
Satz ergiebt sich sogleich, wenn die beiden Dreiecke oder (was auf
dasselbe zuriickl¥uft) die drei Linien, in welchen sich die Ecken be-
wegen, nicht in derselben Ebene liegen. In diesem Falle darf man
nur durch je zwei der von A ausgehenden Linien eine Ebene ge-
legt denken, und durch den Punkt C eine mit BDF parallele Ebene
legen, so wird diese die drei ersten Ebenen in Kanten schneiden,
welche mit den Seiten jenes Dreiecks BDF parallel sind, und wovon
zwei mit CE und CG zusammenfallen ; somit wird auch die dritte
mit EG zusammenfallen, also EG mit DF parallel sein.

§ 77. Liegen jene Linien in Einer Ebene, so hat man nur
von B und C zwei ausserhalb der Ebene liegende einander parallele
Linien zu ziehen, welche durch eine von A aus gezogene Linie in
den Punkten H und I geschnitten werden. Dann ist nach dem
Batze des vorigen § erstens HD parallel IE, zweitens HF parallel
IG, also vermoge des Parallelismus dieser beiden Linienpaare wieder
nach demselben Satze DF parallel mit EG. Somit haben wir all-
gemein bewiesen, dass wenn die Ecken eines Dreiecks sich in
geraden Linien fortbewegen, die durch einen Punkt gehen, und zwei
Seiten parallel bleiben, auch die dritte es bleibt; oder dass, wenn
zwei Streckenpaare einem und demselben Streckenpaare proportio-
nirt sind, sie auch unter einander proportionirt sein miissen, sobald
die drei Streckenpaare 3 verschiedene Richtungen darbieten.

§ 78. Der Begriff einer Proportion zwischen vier parallelen
Strecken hat in dem Vorigen noch keine Bestimmung erfahren.
In der That ist dieser Fall, obgleich arithmetisch der einfachste,
doch geometrisch der verwickeltste, sofern zu 3 parallelen Strecken
die vierte Proportionale geometrisch nur durch zu Hiulfe nehmen
einer neuen Richtung erfolgt. Nach dem Princip der im vorigen
§ gefihrten Entwickelung haben wir ein Streckenpaar einem ihm
parallelen als proportionirt zu setzen, wenn beide einem und dem-
selben Streckenpaare proportionirt sind; denn sind sie es mit Einem
solchen, so sind sie es nach dem vorigen § auch mit jedem andern,
-welches dem vorher angenommenen selbst proportionirt ist. Es gilt
somit, wenn wir diese Definition noch zu Hiilfe nehmen, allgemein
der Satz, dass zwei Streckenpaare, welche einem und demselben
Streckenpaare proportionirt sind, es auch unter einander sein mitssen.
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Bomit kionnen wir auch die Proportion, wie wir ihren Begriff
geometrisch bestimmten, in der That als Gleichheit zweier Ans-
drticke darstellen, deren jeden wir ein Verh#lltniss nennen. Geome-
trisch sagt dies Resultat, indem man die proportionirten Strecken
an Einen Punkt anlegt, zun#ichst nur aus, dass wenn die Ecken eines
Dreiecks oder itberhaupt eines Vielecks sich in geraden Linien
bewegen, die durch Einen Punkt gehen, und die iibrigen Seiten
dabei sich parallel bleiben, auch -die letzte sich parallel bleiben
miisse, und eben so jede Diagonale. Oder betrachtet man dies sich
#indernde Vieleck in zweien seiner Zustlinde, so hat man den Satz:
» Wenn die geraden Linien, welche die entsprechenden Ecken zweier
Vielecke von gleicher Seitenzahl verbinden, durch Einén Punkt
gehen, und alle entsprechenden Seitenpaare bis auf eines parallel
sind, so muss auch dies eine Paar parallel sein.* Jene Vielecke
heissen dann bekanntlich ,#hnlich und #hnlich liegend,“ jener Eine
Punkt ihr , Aehnlichkeitspunkt“. Umgekehrt ergiebt sich, dass zwei
Dreiecke, welche parallele Seiten haben, auch #hnlich und #hnlich
liegend sind, oder dass die geraden Linien, welche jhre ent-
sprechenden Ecken verbinden, durch Einen Punkt gehen. Hieraus
wieder folgt, dass in 4hnlichen und ¥hnlich liegenden Figuren die
Durchschnittspunkte zweier entsprechender Diagonalenpaare mit
dem Aehnlichkeitspunkte in Einer g. L. liegen und tiberhaupt, dass,
wenn man die Verbindungslinien entsprechender Punktenpaare und
ebenso die Durchschnittspunkte entsprechender Linienpaare als ent-
sprechend setzt, dann jedesmal in #hnlichen und sibhnlich liegenden
Figuren je zwei entsprechende Punkte mit dem Aehnlichkeitspunkte
in gerader Linie liegen, je zwei entsprechende Linien aber parallel
sind. Hiermit sind dann die Siitze fiir die Aehnlichkeit, so weit
man sie auf dieser Stufe (ohne den Begriff der Liinge aufzunehmen)
ableiten kann, entwickelt, und iiberall auf dem Begriff des Aehnlich-
keitspunktes basirt. Es ist aber auch leicht abzusehen, wie dem’
ganz entsprechend, wenn man noch den Begriff der Linge, wie es
in der Geometrie gewdhnlich geschieht, sogleich mit aufnimmt, alle
Sitze der Aehnlichkeit selbst genau in der Form, in welcher man
sie gewthnlich aufstellt, dargestellt werden kinnen, ohne dass man
irgend den Begriff der Zahl aufzunehmen Ursache hitte. Auf die

weitere Darlegung dieses Gegenstandes kann ich mich um so
8
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weniger einlassen, da die Entwickelung dem zweiten Theile dieses
‘Werkes parallel gehen wiirde.

§ 79. Nachdem wir so das Princip der Entwickelung fiir die
Geometrie dargelegt haben, kinnen wir uns wohl der Miihe tiber-
heben, die Entwickelung noch auf die Proportionalitit der Flichen-
rdume auszudehnen.  Auch erscheint es tiberfliissig, fir die
Verkniipfungen der Zahlengrissen, wie wir sie in der abstrakten
‘Wissenschaft formell bestimmt haben, noch die entsprechenden Siitze
der Geometrie aufzustellen, da dieselben ibres Formalismus wegen
nur fiir die Analyse eine Bedeutung haben, und mehr als blosse analy-
tische Abkiirzungen erscheinen, als dass sie eigenthiimliche ritum-
liche Verhiiltnisse darlegten. Interessant ist es noch zu bemerken,
wie bei der rein geometrischen Darstellung wie auch in der ab-
strakten Wissenschaft die Betrachtung vom Raume aus zur Ebene,
und dann erst von dieser zur geraden Linie fithrt, und dass somit
diejenige Betrachtung, in welcher alles ri#umlich aus einander tritt,
sich réumlich entfaltet, auch als die der Raumlehre eigenthiimliche
und fiir sie als die einfachste erscheint, wihrend, wenn die Gebilde
in einander liegen, dann auch alles noch verhiillt erscheint, wie der
Keim in der Knospe, und erst seine riumliche Bedeutung gewinnt,
wenn man das Ineinanderliegende in Beziehung setzt zu dem réum-
lich Entfalteten.

Fiinftes Kapitel.
Gleichungen, Projektionen.

§ 80. Nachdem wir in den vorigen Kapiteln die Ver-
kniipfungsgesetze kennen gelernt haben, welchen die Ausdehnungs-
grossen unterliegen, so bleibt uns nun tbrig, diese Gesetze auf
die Auflgsung und Umgestaltung der Gleichungen, welche zwischen
solchen Grossen stattfinden kénnen, anzuwenden. Da die Glieder
auf beiden Seiten einer Gleichung als zu addirende oder zu sub-
trahirende alle von gleicher Stufe sein mtissen, so kénnen wir der
Gleichung selbst diese Stufenzahl beilegen, und also unter einer
Gleichung n-ter Stufe eine solche verstehen, deren Glieder von
n-ter Stufe sind. Zuniichst haben wir uns nun die Frage zu stellen,
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was filr Umgestaltungen wir mit solchen Gleichungen vornehmen
diirfen, oder wie wir andere Gleichungen daraus ableiten kénnen.
Dass man die Glieder derselben mit Aenderung der Vorzeichen
von einer Seite auf die andere bringen kann, ist klar, und es fragt
sich also nur noch nach den Umgestaltungen, welche eine Gleichung
durch Multiplikation und Division erleiden kann. Dabei wollen
wir annehmen, dass alle Glieder auf dieselbe (linke) Seite gebracht
seien, und also die andere (rechte) Seite gleich Null ist. Nun ist
klar, dass, wenn man beide Seiten der Gleichung mit einer und
derselben Ausdehnungsgrésse multiplicirt, dann die rechte Seite
null bleibt, auf der linken aber statt der ganzen Summe die einzelnen
Glieder multiplicirt werden ktnnen. Man kann also, indem man
alle Glieder einer Gleichung jedesmal mit derselben Ausdehnungs-
grosse multiplicirt, eine Reihe neuer Gleichungen aus derselben
ableiten, welche im Allgemeinen (wenn der hinzutretende Faktor
nicht etwa von nullter Stufe ist) von héherer Stufe sind als die
gegebene. Ist die gegebene Gleichung von m-ter Stufe, und ist das
System, welchem alle Glieder angehtren, und welches wir das
Hauptsystem der Gleichung nennen, von n-ter Stufe, so kann
man inshesondere jene Gleichung mit einer Ausdehnung von er-
ginzender d. h. von (n-m)ter Stufe, welche gleichfalls dem
Hauptsysteme angehort, multipliciren, und erhilt dadurch eine
Gleichung von n-ter Stufe, deren Glieder alle einander gleichartig
sind. Hiernach kann man also aus jeder Gleichung, deren Glieder
ungleichartig sind, inshesondere eine Reihe von Gleichungen ableiten,
deren jede lauter gleichartige Glieder enthiilt.

§ 81. Obgleich man nun aus einer Gleichung beliebig viele
Gleichungen htherer Stufen ableiten kann, so kann man doch nicht
umgekehrt aus einer der letzteren die urspriingliche Gleichung
herstellen. In der That, wenn man aus der wurspriinglichen
Gleichung

A=0,
in welcher 4 ein Aggregat von beliebig vielen Gliedern bedeutet,
durch Multiplikation mit einer beliebigen Ausdehnung L eine neue
Gleichung
A4.L=0
abgeleitet hat; so folgt nun, wenn nur die Richtigkeit der letzten
8¢
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Gleichung gegeben ist, keinesweges daraus die Richtigkeit der
ersteren ; vielmehr folgt ans jener letzten nur

0
A =f’
in welcher nach dem vorigen Kapitel % jede von L abhingige
Grosse, die Null mit eingeschlossen, darstellt. Die Gleichung 4 =0
wird sich daher nur dann ergeben, wenn vorausgesetzt ist, dass 4
keinen von L abhiingigen geltenden Werth habe, oder mit andern
Worten, wenn die Glieder, als deren Summe A gedacht ist, einem
von L unabhiingigen Systeme angehtren; d. h. ,wenn die Glieder
einer Gleichung alle einen gemeinschaftlichen Faktor L auf
derselben Stelle haben, und die simmtlichen iibrigen Faktoren aller
Glieder einem von diesem gemeinschaftlichen Faktor unabhingigen
Systeme angehtren, so kann man den Foktor L in allen Gliedern
weglassen.“

§ 82. Durch Verkniipfung der Verfahrungsarten der beiden
vorigen Paragraphen gelangen wir nun zu einem Verfahren, um aus
einer Gleichung andere Gleichungen derselben Stufe abzuleiten.
In der That ist
: A4-B+4....=0
die urspriingliche Gleichung, so erhalten wir durch Multiplikation
mit L (nach § 80) die Gleichung :

A.L4+B.L+4...=0.

‘Wollen wir nun hierauf das Verfahren von § 81 anwenden,
um den Faktor L wegzuschaffen, so miissen wir die Glieder dieser
Gleichung in solcher Form darstellen, dass die Faktoren, mit
welchen L. multiplicirt ist, insgesammt einem von L unabhiingigen
Systeme angehtren. Es sei G ein solches System und A’, B'....
seien Ausdehnungen, welche diesem System angehtren, und die
Beschaffenheit haben, dass

A" L=A.L,B.L=B.L,....
sei, so hat man die Gleichung
A" L+4B.L+4....=0,
und daraus nach dem vorigen §
A4 B 4....=0,

eine Gleichung, welche von derselben Stufe ist, wie die ursprting-
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liche. Ein jedes Glied der letzten Gleichung ist aus dem ent-
sprechenden der ersten dadurch hervorgegangen, dass man in dem
Systeme G eine Grisse gesucht hat, welche mit einer von G unab-
hiingigen Grosse L multiplicirt dasselbe giebt, wie das entsprechende
Glied der urspriinglichen Gleichung, und es zeigt sich sogleich,
dass, wenn eine solche Griosse moglich ist, auch immer nur Eine
mdglich sei. Nimmt man némlich zwei solche an, etwa A" und A”,
welche aus A auf die angegebene Weise entstanden sein sollen, so
miissen sie nach der Voraussetzung mit L multiplicirt gleiches
Resultat geben (niimlich AL); wir erhalten also die Gleichung

A L=A".L

und da das System G, welchem A" und A” angehéren, von L
unabhiingig sein soll, so kann man nach § 81 hier L weglassen und
hat

A=A,

d. h. beide Werthe fallen in Einen zusammen; es ist also in der
That nur Eine solche Grosse moglich. Wir nennen hier A’ die
Projektion oder Abschattung ¥), A die projicirte oder abgeschattete
Grisse, G das Grundsystem, das System L das Leitsystem, und
sagen, dass A" die Projektion oder Abschattung von A auf G nach
(gem#ss) dem Leitsystem L sei. Also ,unter der Projektion oder
Abschattung einer Grosse (A) auf ein Grundsystem (G) nach einem
Leitsysteme (L), verstehen wir diejenige Grisse, welche dem Grund-
gysteme angehtrend, mit einem Theil des Leitsystems gleiches
Produkt liefert, wie die projicirte oder abgeschattete Grosse (A).“
Wir kénnen somit den im Anfange dieses § entwickelten Satz in der
Form aussprechen : '

»Eine Gleichung bleibt als solche bestehen, wenn man alle
ihre Glieder in demselben Sinne abschattet (projicirt) ;“
oder auch, wenn man Ein Glied auf die eine Seite allein geschafft
denkt,

*) Die Namen Projektion und Abschattung sollen nicht iiberall
dasselbe bedeuten, ihr Unterschied wird aber erst im zweiten Abschnitte
dieses Theiles heraustreten; auf die hier betrachteten Gréssen angewandt,
fallen beide Begriffe zusammen.
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ndie Abschattung (Projektion) einer Summe ist gleich der

Summe aus den Abschattungen der Stticke.* *)

§ 83. Um der Betrachtungsweise eine grossere Anschaulich-
keit zu geben, haben wir zu untersuchen, wann die Abschattung
null, und wann sie unmdglich wird. Soll die Abschattung A" null
werden, so muss auch, da

A".L=A.L
ist, das Produkt A .L null, d. h. A von L abh#ngig sein ; aber auch
umgekehrt, herrscht diese Abhi#ngigkeit, so muss, weil das System,
dem jeder geltende Werth von A’ angehiren soll, von L unabhiingig
ist, also das Produkt A’.L nicht gleich null machen kann, A’ selbst
null sein. Also ist die Abschattung dann, aber auch nur dann null,
wenn die abgeschattete Grésse vom Leitsystem abhiingig ist. Da
endlich jede dem Systeme G angehorige Grosse, mit L multiplicirt,
dem Systeme G.L angehtren muss, so wird A'.L, also auch das
ihm Gleiche A .L, nothwendig dem Systeme G .L angehéren, wenn
die Abschattung mdglich sein soll; wobei der Nullwerth, wie immer,
als jedem beliebigen Systeme angehtrig und von ihm abhingig be-
.trachtet wird. Aber auch umgekehrt, wenn A.L dem Systeme
G .L angehirt, so ist die Abschattung allemal moglich; denn wenn
A . L nicht pull ist, und es dem Systeme G .L angehort, so miissen
die einfachen Raktoren von A .L sich als Summen von Stticken dar-
stellen lassen, welche denen von G.L gleichartig sind; also muss
dann namentlich A sich auf diese Weise darstellen lassen; aber
diejenigen Stticke, welche mit den Faktoren von L gleichartig sind,
kann man, ohne den Werth des Produktes A.L zu #ndern, weg-
lassen; thut man dies, und nennt die so gewonnene Grosse, welche
nun statt A eintritt, A’, so sind die Faktoren von A’ nur von G ab-
hitngig, A’ gehort also zugleich dem Systeme G an, ist also die Ab-
schattung von A; ist aber A.L gleich null, so haben wir schon
nachgewiesen, dass die Abschattung auch null, also mdglich ist.
Somit hat sich ergeben, dass die Abschattung allemal dann, aber
auch nur dann, méoglich ist, wenn das Produkt der abgeschatteten

*) Ich ziehe in dem Ausdruck der Sitze den Namen Abschattung vor,
weil in dieser Form die B#tze allgemein sind, und aunch fiir die spéter zu
entwickelnden Grossen bestehen bleiben.
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Grisse in das Leitsystem dem Produkte des Grundsystems in das
Leitsystem angehrt. — Da, wenn A.L nicht null ist, die ange-
fihrte Bedingung mit der Bedingung identisch ist, dass A dem
Systeme G .L angehtre, so kinnen wir die Resultate dieses § auch
in folgendem Satze zusammenfassen :

nIst die abzuschattende Grisse von dem Leitsysteme abhiingig,

so ist die Abschattung O; ist sie davon unabhiingig, so hat die

Abschattung allemal dann einen geltenden Werth, wenn die

abzuschattende Grosse dem aus dem Grund- und Leitsysteme -

zusammengesetzten Systome angehtrt; in jedem andern Falle
ist sie unmdglich. “ ’

‘Wenden wir den Begriff der Abschattung auch auf die Gréssen
pull-ter Stufe d. h. auf die Zahlengrigssen an, so haben wir nur zu
beachten, dass die Allgemeinheit der Gesetze es erfordert, dieselben
als jedem beliebigen Systeme angehorig, aber, wenn sie nicht null
sind, als von ihnen unabhingig zu betrachten (s. Kap. 4). Daraus
geht dann hervor, dass die Zahlengrssen bei der Abschattung sich
nicht ¥ndern.

§ 84. Wir gehen nun zur Abschattung eines Produktes tiber,
um dieselbe mit den Abschattangen seiner Faktoren zu vergleichen.
Es sei A.B das Produkt, A’ und B’ die Abschattungen von A und
B auf das Grundsystem G nach dem Leitsystem L, so hat man die
Gleichungen

A'.L=A.Lund B.L=B.L,

Die Abschattung des Produktes A.B wird nun diejenige
Grosse sein, welche, dem Systeme G angehdrend, mit L maultiplicirt
ein Produkt giebt, welches gleich A.B.L ist. Da nun A .L gleich
ist A’.L, so kann ich in dem Produkte A.B.L statt A den Werth
A’ setzen, wie sich sogleich durch zweimalige Vertauschung und
Zusammenfassung ergiebt. *) Somit erhalte ich

*) In der That kann ich A.B.L entweder gleich A.L.B oder gleich
— A.L.B setzen, dann die Faktoren A.L zu einem Produkt zusammen
fassen, statt dieses Produktes das ihm gleiche A'.L setzen, und dann die
vorige Ordnung wiederherstellen, wobei, wenn das minus-Zeichen ein-
getreten war, sich nothwendig das urspriingliche Zeichen wiederherstellt.
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A.B.L=A.B.L=A'.B.L,

letzteres, weil B.L gleich ist B'.L. Da nun A’ und B’ beide dem
Systeme G angehtren, so gehort auch A'.B’ ihm an, und da zu-
gleich, wie wir eben zeigten,
A.B.L=A'.B'.L
ist, so ist in der That A".B’ die Abschattung von A.B; alsc hat
man den Satz:
»Die Abschattung eines Produktes ist das Produkt aus den
Abschattungen seiner Faktoren, wenn alle Abschattungen in
demselben Sinne genommen (d. h. Grundsystem und Leitsystem
dieselben) sind ;“
oder mit dem friiheren Resultate zusammengefasst :
oEine richtige Gleichung bleibt richtig, wenn man ihre
Glieder, oder die Faktoren ihrer Glieder, alle in demselben
Sinne abschattet. “
Hat man ins Besondere die Gleichung

A
Ay =dA, oder —A—! =,

wo « eine Zahlengrisse bezeichnen soll, so folgt daraus, wenn A’y
und A’ die Abschattungen von A; und A sind, die Gleichung

.

A’y =aA’ oder

—,1 = a’

A

d. h. der Werth eines Quotienten zweier gleichartiger Grissen
#ndert sich nicht, wenn man statt derselben die in gleichem Sinne
genommenen Abschattungen setzt. Oder allgemeiner sucht man

A
. die Abschattung eines Quotienten 3% hat man, da dieser Quotient

jede Grosse C bezeichnet, welche der Gleichung

C.B=A
gentigt, durch Abschattung der einzelnen Faktoren in gleichem Sinne
die neue Gleichung

C.B =Aoder ¢ =—é—,,
.B
d. h. statt einen Quotienten abzuschatten, kann man Zghler und

Nenner in demselben Sinne abschatten. Fassen wir daher Addition,
Subtraktion, &#ussere Multiplikation und Division unter dem
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allgemeinen Begriffe der Grundverkniipfungen zusammen, so kénnen
wir den allgemeinen Satz aufstellen, welcher die friiheren in sich
schliesst :

»Statt das Ergebniss einer G‘rrundverkniipfnng abzuschatten,

kann man deren Glieder in demselben Sinne abschatten.“

§ 85. Es bietet sich uns hier die Aufgabe dar, die Ab-
schattung analytisch auszudriicken, wenn die Grisse, welche abge-
schattet werden soll, und der Sinn der Abschattung, d. h. Grund-
system und Leitsystem gegeben sind. Doch beschréinken wir uns
hier nur auf den Fall, dass die abzuschattende Grosse mit dem
Grundsysteme von gleicher Stufe ist, indem die Lusung im allge-
meineren Falle zwar auch schon hier leicht zu bewerkstelligen ist,
jedoch zu einem Ausdrucke fiithren wiirde, der an Einfachheit dem
spiter zn entwickelnden Ausdrucke (s. Abschn. II Kap. 4) sehr
nachstehen wiirde. Es sei A die abzuschattende Grdsse, L ein
Theil des Leitsystems, G des Grundsystems, und A und G seien
von gleicher Stufe, so wird die Abschattung A" mit G gleiehartig
sein miissen, also

A =xG
gesetzt werden kionnen, wo x eine Zahlengriosse ist. Multiplicirt
man diese Gleichung mit L, so hat man
A" L=xG.L

oder da A'.TL nach dem Begriff der Abschattung gleich A .L ist, so
hat man

A . L=xG.L, also x=—-—‘%:—}p—1J
und daraus )
.., A.L
A=51%

was der gesuchte analytische Ausdruck ist. Den Wortausdruck
dieses Resultats versparen wir uns bis zur Behandlung des allge-
meinen Falles. ’

§ 86. Dagegen miissen wir den Faden wieder ankniipfen, den
wir oben (81) fallen liessen. Wir hatten nimlich dort gezeigt, wie
man zwar aus einer Gleichung

A+4B4...=0
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durch Multiplikation mit einer beliebigen Ausdehnung L eine neue
Gleichung

AL+4+B.L+4...=0
ableiten, aber aus dieser im Allgemeinen nicht wieder die urspriing-
liche herleiten ktnne; es kommt also jetzt darauf an, aus jener
Gleichung einen Verein von Gleichungen dieser Art abzuleiten,
welcher jene eine ersetze, d. h. aus welchem sich jene erste wieder-
um ableiten l4sst. Ins Besondere liess sich der Faktor L so aus-
whhlen, dass nach der Multiplikation der einzelnen Glieder mit
diesem Faktor eine Gleichung aus lauter gleichartigen Gliedern
hervorging, und da solche Gleichungen als die einfachsten er-
scheinen, so wird es besonders darauf ankommen, jene erste
Gleichung durch Gleichungen dieser Art zu ersetzen.*) Die Ent-
wickelung der folgenden Paragraphen gzeigte, wie die Gleichung

A.L+4+B.L+4..... =0
ersetzt werden konnte durch eine Gleichung zwischen den Ab-
schattungen auf ein und dasselbe Grundsystem nach dem Leitsystem
L, also, wenn A’, B'...solche Abschattungen von A, B...darstellen,

durch die Gleichung
A4 B +4...=0;

und die Aufgabe, die wir uns stellten, ist also identisch mit der,
eine Gleichung zu ersetzen durch einen Verein von Gleichungen,
welche durch Abschattungen der ersteren hervorgehen, und nament-
lich eine Gleichung zwischen ungleichartigen Gliedern durch solche
Abschattungsgleichungen, deren Glieder alle gleichartig sind. Es
sei die urspriingliche Gleichung von m-ter Stufe, und ihr Haupt-
system d. h. das System, welchem alle ihre Glieder insgesammt
angehtren, von n-ter Stufe, und zwar sei dies letztere dargestellt
als Produkt von n unabhiingigen einfachen Faktoren a.b..... Als-
dann wird nach dem Begriffe des Systems n-ter Stufe sich jeder
einfache Faktor eines jeden Gliedes der gegebenen Gleichung
als Summe darstellen lassen, deren Stticke jenen Faktoren a, b, ...
gleichartig sind, also in der Form a; 4 by +4-..... Denkt man sich

*) Wir sagen #iberhaupt, dass sich zwei Vereine von Gleichungen
gegenseitig ersetzen, wenn man aus jedem der beiden Vereine den andern
ableiten kann.
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jeden einfachen Faktor jedes Gliedes der gegebenen Gleichung auf
diese Weise dargestellt, und fithrt die Multiplikation aus, so dass
die Klammern verschwinden, so erhilt man eine Summe von
Gliedern, deren jedes mit einem der Produkte zu m Faktoren aus
a,b,... gleichartig ist. Multiplicirt man nun die Gleichung mit

(n-m) von den Faktoren a, b...., so bleiben nur diejenigen Glieder
von geltendem Werthe, welche mit dem Produkte der m tibrigen
Faktoren jener Reihe a, b,...gleichartig sind, indem alle andern

wenigstens Einen einfachen Faktor enthalten, der mit den neu
hinzutretenden Faktoren gleichartig ist, also bei dieser Multiplika-
tion verschwinden. Nun kann man aber wiederum nach § 81 die
hinzugetretenen Faktoren hinweglassen, indem das System, dem die
tibrigen angehéren, von dem System der hinzutretenden unabhingig
ist. Man erh#lt auf diese Weise einen Verein richtiger Gleichungen,
wenn man, nachdem die urspriingliche Gleichung auf die angegebene
Weise umgestaltet ist, jedesmal die gleichartigen Glieder zu
einer Gleichung vereinigt. Und da die simmtlichen so gewonnenen
Gleichungen bei ihrer Addition die urspringliche wiedergeben,
80 haben wir einen Verein von Gleichungen gewonnen, welcher die
urspriingliche genau ersetzt, und die Aufgabe ist geldst. Somit
haben wir den Satz:

»Wenn man in einer Gleichung m-ter Stufe, deren Glieder
einem Systeme n-ter Stufe angehoren, jeden einfachen Faktor
eines jeden Gliedes als Summe darstellt, deren Stiicke n von
einander unabhiingigen Strecken gleichartig sind, und durch-
multiplicirt, so kann man jede Reihe von gleichartigen Gliedern,
welche daraus hervorgehen, zu Einer Gleichung zusammen-
fassen und erhilt dadurch einen Verein von Gleichungen,
welcher die urspriingliche ersetzt.“

Oder, da jede dieser Gleichungen ersetzt wird durch eine Gleichung,
welche aus der ursprilnglichen durch Multiplikation mit (n-m) von
den Faktoren a, b.... hervorgeht,

»wenn man eine Gleichung m-ter Stufe, deren Glieder einem
Systeme n-ter Stufe angehtren, nach und nach mit jedem Produkt
zu (n-m) Faktoren, welches sich aus n von einander .unab-
hiingigen Strecken jenes Systems bilden I#sst, multiplicirt, so
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erhiilt man einen Verein von Gleichungen, welcher die urspriing-

liche ersetat.“

Da die Glieder, welche bei dem vorhergehenden Satze in jeder
abgeleiteten Gleichung erschienen, sich unmittelbar als Abschattangen
der Glieder, welche in der urspriinglichen Gleichung vorkamen, zu
erkennen geben,so konnen wir den gewonnenen Satz auch vermittelst
des Begriffs der Abschattungen aussprechen, haben jedoch fiir den
bequemeren Ausdruck noch eine Reihe neuer Begriffe aufzustellen.

§ 87. Nimlich die Betrachtungsweise des vorigen § fithrt uns
zu dem Begriffe der Koordinatensysteme oder Richtsysteme, welche
wir jedoch in einem viel ausgedehnteren Sinne auffassen, als dies
gewohnlich geschieht. Auch erlaube ich mir, die sonst iblichen
Benennungen, welche namentlich, wenn sie der durch die Wissen-
schaft geforderten Erweiterung unterworfen werden sollen, als sehr
schleppend erscheinen, und iiberdies fremden Sprachen entlehnt sind,
durch einfachere zu ersetzen. Ich nenne die n Streckena, b, ....,
welche ein System n-ter Stufe bestimmen, (also alle von einander
unabhiingig sind,) sofern jede Strecke des Systems durch sie aus-
gedriickt werdensoll, dieRichtmasse erster Stufe oderdieGrund-
masse dieses Systems, ihren Verein ein Richtsystem, die Pro-
dukte von m Grundmassen (mit Festhalten der urspriinglichen Ord-
nung derselben) Richtmasse m-ter Stufe, das Richtmass n-ter
Stufe das Hauptmass, die Systeme der Richtmasse m-ter Stufe
endlich nennen wir Richtgebiete m-ter Stufe, die Systeme
der. Grundmasse ins Besondere Richtaxen (Koordinatenaxen).
Erginzende Richtmasse nennen wir solché, die mit einander
multiplicirt das Hauptmass geben, und die ihnen zugehorigen Richt-
gebiete nennen wir gleichfalls ergiinzende. ,

§ 88. Durch die in § 86 gefiihrte Entwickelung ist klar, wie
jede Ausdehnung m-ter Stufe, welche einem Systeme n-ter Stufe
angehort, sich als Summe darstellen lidsst von Stiicken, welche den
Richtmassen m-ter Stufe, die zu jenem Systeme gehoren, gleichartig
sind. Diese Stiicke nun nennen wir Richtstiicke jener Grosse, so
dass also jede Grisse als Summe ihrer Richtstiicke erscheint, die
Zahlengrossen, welche hervorgehen, wenn die Richtstiicke einer
Grosse durch die entsprechenden (gleichartigen) Richtmasse dividirt
werden, die Zeiger der Grésse, so dass also jede Grosse als Viel-
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fachen-Summe *) der Richtmasse gleicher Stufe erscheint. Die Richt-
stiicke einer Grosse erster Stufe sind es, welche sonst auch Koor-
dinaten genannt werden. Eine Grisse im Sinne des Richtsystems
abschatten (projiciren), heisst sie auf eins der Richtgebiete gemiiss
dem ergiinzenden Richtgebiete abschatten.

§ 89. Wenden wir diese Begriffe auf die in § 86 aufgestellten
Siitze an, so gehen dieselben in folgende tiber:

»In einer Gleichung kann man statt aller Glieder die Richt-
stiicke oder Zeiger derselben setzen, welche einem beliebigen,
aber alle demselben Richtmasse zugehoren, und fithrt man dies
in Bezug auf alle Richtmasse derselben Stufe aus, so erhilt
man einen Verein von Gleichungen, welcher die gegebene
ersetzt.“ '

Die in § 86 abgeleiteten Gleichungen sind n#mlich eben diese
Gleichungen zwischen den Richtstiicken, und sus ihnen erhiilt man
die Zeigergleichungen durch Division mit dem jedesmal zugehorigen
Richtmasse. **¥) Ferner:

nAus einer Gleichung kann man einen sie ersetzenden Verein
von Gleichungen ableiten, indem man jene Gleichung nach und
nach mit den simmtlichen Richtmassen, deren Stufenzahl die
der Gleichung zu der des Hauptsystems erginzt, multiplicirt.“

§ 90. Wenn wir eine als Summe ijhrer Richtstiicke dargestellte
Grosse m-ter Stufe mit einem Richtmasse von erginzender d. h.
(o—m) ter Stufe multipliciren, so fallen alle Richtstiicke bis auf
eins weg, und dies eine erscheint daher als Abschattung jener Grosse
auf das Richtgebiet m-ter Stufe gem#ss dem erghnzenden Richt-
gebiete, und alle Richtstiicke jener Grosse erscheinen also als im
Sinne des Richtsystems erfolgte Abschattungen auf die ver-
schiedenen Richtgebiete gleicher Stufe. Wir kénnen daher sagen,

neine Gleichung m-ter Stufe werde ersetzt durch einen Verein

von Gleichungen, welche durch Abschattung auf die ver-

-
.

*) Jedes Produkt einer Grisse in eine Zahlengrisse nennen wir ném-
lich ein Vielfaches der ersteren, und unterscheiden davon das Mehrfache,
bei welchem jene Zahlengrosse eine ganze Zahl sein muss.

**) Diese Zeigergleichungen, als Gleichungen zwischen blossen Zahlen-
grossen, vermitteln am vollstindigsten den Uebergang zur Arithmetik.
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schiedenen Richtgebiete m-ter Stufe im Sinne des Richtsystems

hervorgehen.“ *)

Zugleich ergiebt sich hieraus ein einfacher analytischer Aus-
druck -fiir die Richtstiicke oder Zeiger einer Grisse. Es werde
nimlich das einem Richtmasse A zugehorige Richtstiick P’ einer
Grosse P gesucht, B sei das zu A gehorige ergiinzende Richtmass,
so hat man, da P’ die Abschattung von P auf A nach B ist (s. §85),

, P.B
P= iB A,
also ist der zugehdrige Zeiger gleich
P.B
A.B’
d. h.

nder einem Richtmass A zugehdrige Zeiger einer Grisse ist

gleich einem Bruche, dessen Zghler das Produkt der Grisse in

das ergiinzende Richtmass und dessen Nenner das Produkt
jenes ersten Richtmasses in das ergiinzende ist.“

§ 91. Wenden wir die in diesem Kapitel entwickelten Begriffe
auf die Geometrie an, so ergiebt sich zuniichst fiir die Ebene nur
Eine Art der Projektion (Abschattung),**) indem eine Strecke auf
eine gegebene gerade Linie nach einer gegebenen Richtung projicirt
werden kann. Das Richtsystem fiir die Ebene bietet nur zwei
Grundmasse und zwei ihnen zugehorige Richtaxen dar. Als Haupt-
mass erscheint der Flichenraum des von den beiden Grundmassen
gebildeten Spathecks (Parallelogramms). Im Raume treten drei
Arten der Projektion hervor, nimlich es werden entweder Strecken
oder Flichenriume auf eine gegebene Ebene nach einer gegebenen
Richtung projicirt, oder es werden Strecken auf eine gegebene
gerade Linie parallel einer gegebenen Ebene projicirt. Das Richt-
system fiir den Raum bietet drei Grundmasse und drei jhnen zuge-
hirige Richtaxen dar, ferner 3 Richtebenen als Richtgebiete zweiter

*) Dass eine Gleichung m-ter Stufe in einem System n-ter Stufe durch

so viel einfache Gleichungen ersetzt werde, als es Kombinationen aus n
Elementen zur m-ten Klasse gebe, bedarf wohl kaum einer Erwihnung.

**) Wir giehen bei dieser Anwendung wieder den Namen der Pro-
ektion vor, aus Griinden, die spiterhin von selbst einleuchten werden.
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Stufe, und 3 ihnen zugehdrige Richtmasse zweiter Stufe, welche die
Flichenriume der aus je zwei Grundmassen beschriebenen Spathecke mit
Festhaltung der Richtungen ihrer Ebenen darstellen. Als Hauptmass
erscheint das von den 3 Grundmassen beschriebene Spath (Parallele-
pipedum). Interessant erscheint hier besonders die Darstellung eines
Flichenraums von bestimmter Richtung als Summe seiner Richtstticke,
nimlich als Summe dreier Flichenriume, welche den drei Richtebenen
angehtren. Da die Sitze, welche sich tiber Projektionen und Richt-
systeme in der Geometrie aufstellen lassen, in unserer Wissenschaft
schon ganz in der Form aufgestellt sind, in welcher sie fiir die Geo-
metrie auszusprechen wiren, so kénnen wir uns der Wiederholung
derselben hier iiberheben.

§ 92. Dagegen wollen wir das Problem der Koordinaten-
verwandlung zunichst fir die Geometrie und demnichst auch all-
gemein fiir unsre Wissenschaft lésen. Es seien a, b, ¢, drei Grund-
masseund ey, ey, €5, dreineue von einander unabhingige Grundmasse,
welche als Vielfachensummen jener urspriinglichen Grundmasse gegeben
sind, so ist nun die Aufgabe: eine Grisse p, einestheils wenn sie als
Vielfachensumme der urspriinglichen Grundmasse gegeben ist, als
Vielfachensumme der neuen Grundmasse darzustellen, und umgekehrt,
wenn sie in der letzteren Form gegeben ist, sie in der ersteren dar-
zustellen, in beiden Féllen sind die Zeiger zusuchen. Diese Aufgaben
sind nun in der That durch den Satz in § 90, welcher die Zeiger
finden lehrt, gelést. Danach ist in Bezug auf die erste Aufgabe
der zu e, gehirige Zeiger von p gleich

P-eg-€
e;.6.€3

und in Bezug auf die zweite der zu a gehdrige Zeiger von p gleich
p.-b.c )
a.b.c

und durch diese so hochst einfachen Ausdriicke ist das Problem der
Koordinatenverwandlung in seiner gréssten Allgemeinheit gelost. Die
zweite Aufgabe ist besonders bei der Theorie der Kurven und Ober-
flichen von Wichtigkeit, indem dieselben dadurch bestimmt werden,
dass zwischen den Zeigern einer Strecke, welche von einem als
Anfangspunkt der Koordinaten angenommenen Punkte nach einem
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Punkte der Kurve oder Oberfliche gezogen ist, eine Gleichung auf-
gestellt wird. Es sei p==xa-}-yb-}-zc diese Strecke, und
f(x,y,2=0

die Gleichung, welche eine Oberfliche bestimmt ; sucht man nun die
Gleichung derselben Oberfliche zuniichst fiir denselben Anfangspunkt
der Koordinaten, aber in Bezug auf neue Richtaxen und auf die ihnen
zugehorigen Richtmasse, e, eg, €3, so hat man, wenn p=1uye, |
ugeg -} uge ist, die Gleichung

p-b.c a.p.c a.b.p) _
f.(a..b.c’a.b.c'a.b.c 0,

eine Gleichung, welche, wenn man statt p seinen Werth substituirt,
als Gleichung zwischen den neuen Variabeln u,, ug, uy, erscheint.
Will man auch den Anfangspunkt der Koordinaten etwa um die
Strecke e verlegen, so hat man nun, wenn q die Strecke ist, von dem
neuen Anfangspunkt nach demselben Punkte der Oberfliche, nach
welchem der entsprechende Werth von p gerichtet, und

q=vyey | Vses - Vses
ist, nur in der obigen Gleichung statt p seinen Werth q|e ein-
zufiihren, um die verlangte Gleichung zu erhalten, oder ist e==aa
—+ Bb-}-7ve, so hat man wie sich sogleich ergiebt,

f(q.b.c_l_ aqc+p’abq+)

a.b.c a.b.c

_ als die verlangte Gleichung zwischen den neuen Variabeln v, vy,
vs. Will man diese Gleichung als blosse Zahlengleichung darstellen,
so0 hat man nur die neuen Grundmasse auf bestimmte Weise als Viel-
fachensummen der urspriinglichen darzustellen und in die Gleichung
einzufithren. Es sei

ey =aya - f1b 4 e
g =033 - f3b - 13¢
e3 = aga - f3b - e,
so zeigt sich unmittelbar, wie sich die verlangte Gleichung darstellt
in der Form
f (@& + eyvy + @33 - o5vs, B - B1vy +B3svs +Fsvs,
Y + 7nv1 + 1aVa =+ 73V3) =0,

eine Gleichung, welche an Einfachheit nichts zu wiinschen iibng
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lisst. Fir den allgemeinsten Fall der abstrekiep Wissenschaft
ergiebt sich die Lisung unserer Aufgabe mit derselben Leichtigkeit.
In der That ist eine Grisse P als Vielfachensumme gewisser Richt-
maese gegeben, und man-will dieselbe als Vielfachensumme anderer
Richtmasse ausdriicken, so hat man den zu einem. derselben A
gehorigen Zeiger, wenn B das zu A gehirige erginzende Richtmass
ist, nach § 90 gleich '

P.B
iB
§ 93. Wasnun die Anwendung auf die Theorie der Gleichungen

betrifft, so haben wir schon oben (§ 45) die Methode, Gleichungen des
ersten Grades mit mehreren Unbekannten durch Hiilfe unserer Ana-
lyse aufzuldsen, vorweggenommen. Wir setzen diesen Gegenstand
hier fort, indem wir die durch unsere Wissenschaft dargebotene
Methode, aus Gleichungen hiherer Grade mit mehreren Unbekannten
die Unbekannten zu eliminiren, darlegen. Es seien zwei Gleichungen
hoherer Grade mit mehreren Unbekannten gegeben, es soll eine der-
selben, etwa y, eliminirt, also eine Gleichung zwischen den tibrigen
Unbekannten aufgestellt werden. Die gegebenen Gleichungen seien
nach Potenzen von y geordnet: °

WO 8 .... 8o und by ....b, beliebige Funktionen der andern Un-
bekannten sind, a, und b, aber nicht gleich O sein sollen. .Multi-
plicirt man die erste Gleichung nach der Reihe mit y, y2.... y®,
die letzte nach und nach mit y, y?....y™, so erhiilt man m
neue Gleichungen. Betrachtet man die Koefficienten einer jeden
dieser m -}~ n Gleichungen als unter sich gleichartig, hingegen die
der verschiedenen Gleichungen als von einander unabhingig (auch
wenn sie bis dahin mit demselben Buchstaben bezeichnet waren), so
erhilt man, wenn man die so aufgefassten Gleichungen im Sinne
unserer Wissenschaft addirt, eine Gleichung von der Form

em oyt 4...... e,y =0.
Multipliciren wir diese Gleichung mit dem Husseren Produkt

€3.€3.... €min, 80 fallen alle Glieder bis auf das letzte nach den
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Gesetzsen der ¥usseren Multiplikation weg, und wir erhalten die
Gleichung
€4.8q.05..... emjny =0,

oder, da y nicht null sein kann, weil dann in den gegebenen Gleichungen
wider die Voraussetzung a, und b, gleich null sein wtirden, so
hat man

: e.85.05..... enin =0
als die verlangte Eliminationsgleichung.



- Zweiter Abschnitt.

Die Elementargrosse.

Erstes Kapitel.

Addition und Subtraktion der Elementargrdssen
erster Stufe.

Y

§ 94. Ich kniipfe den Begriff der Elementargrissen an die
Lysung einer einfachen .Aufgabe, durch die ich zuerst zu diesem
Begriffe gelangte, und die mir tiberhaupt zu dessen genetischer
Entwickelung am geeignetsten zu sein soheint.

Aufgabe. Es seien drei Elemente @4, oy, £; und ausser-
dem ein Element ¢ gegeben; man soll das Element 83 finden,

welches dor Gleichung [ee] -+ [oas] = [of] + [os]
gentigt.

Auflésung. Schafft man die Glieder der linken Seite auf

_die rechte, so hat man, da — [ga]==[ag], und [ag] 4 [06]

= [af] ist, die Gleichung

[o164] + [@afly] = o,
_durch welche das Element f; auf eine einfache Weise be-
stimmt ist.

Um dies Resultat der Anschauung niher zu bringen, wollen
wir es auf die Geometrie anwenden, und also die Elemente als
Punkte annehmen, so finden wir den Punkt 5, indem wir [oyf;]
entgegengesetzt gleich mit [e;f)] machen. — Das Interessante

bei dieser Aufldsung ist, dass das Element f; ganz unabhingig
. 9.
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von @ bestimmt ist, und da wir aus der letzten Gleichung, welche
in der Aufldsung vorkommt, durch das umgekehrte Verfahren wieder
die erste in Bezug auf jedes beliebige @ ableiten kinnen, so haben
wn' zuglexch den Batz, dass, wenn die Gleichung
[eas] + [oas] =[eA1] + [eAs]
fur irgend einen Punkt ¢ gilt, sie auch fiir jeden andern Punkt gilt,
der statt @ eingefithrt werden mag. Dieser Satz liast sich direkt
ableiten, doch wollen wir ihn verher verallgemeinern; denn es ist
klar, wie das angegebene Verfahren auch noch anwendbar bleibt,
wenn man statt der zwei Elemente o, a3 und gy, 85 beliebig viele,
nur auf beiden Seiten einme gleiche Anzahl, einfiihrt, ja, da unter
den Elementen - beliebig viele zusammen fallen konnen, auch dann
noch, wenn zu den Strecken auf beiden Seiten beliebige Koefficienten
hingutreten, sobald nur die Summe dieser Koefficienten auf beiden
Seiten dieselbe ist. In der That es sei
ig[eey] +.....0a [e@n] =Ky [0A1] +... . km[0fu],
wo die Grissen iy ....-und ky .... Zahlengrbssen darstellen, und es
sei zugleich
iy fooiin =k 4....km,
so ktinnen wir zeigen, dass die ersts Gleichung auch fortbesteht fiir
jeden Punkt ¢, der statt ¢ eingefithrt wird. Denn es ist
(o] = [oa] -+ {oa], [o] == o] +- [o].
Fuhrt man diese Ausdriicke in Bezug auf die betreffenden Zeiger
(1...n, 1...m) in die obige Gleichung ein, 1¥st die Klammern auf
und fasst die Glieder, welche [¢o] enthalten auf jeder Seite zu-
sammen, so erhdlt man auf jeder Seite [¢o] multiplicirt mit der
Summe der Koefficienten, und da diese auf beiden Seiten gleich ist,
so hebt sich das so gewonnene Glied auf beiden Seiten auf, und
man erh#lt
y[ooy] 4....in[0an] =k [081] 4... . kn[68n),

d. h. die Gleichung besteht fort in Bezug auf jedes Element, was
statt ¢ eingefiihrt werden mag. Also:

»Wenn man von einem Elemente p Strecken nach beliebig

vielen festen Elementen zieht, und zwei beliebige Vielfachen-

summen derselben, deren Koefficienten aber gleiche Summe

haben, einander gleich sind, so besteht diese Gleichheit fort,

wie sich anch das Element ¢ lndern mag.“
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Ist ins Besondere dic Summe der Koefficienten in dem Awe-
drucke i [eey] +....in[eaa] null, so ergiebt sich, indem man
auf die oben angegebene Weise, nitmlich statt [e] tberall [go] -
[oe], substituirt, jener Ausdruck gleich .

iy [oey] +...ia [0an],
weil niimlich das Glied (iy +...ix) [@o] wegen des ersten Faktors
null wird. Also:

»Wenn man von einem vert#inderlichen Elemente @ Strecken

nach beliebig vielen festen Elementen zieht, so ist jede Viel-

fachensumme dieser Strecken, deren Koeffisientensumme null
ist, eine konstante Grosse.“

Auch geht aus der Art, wie sich die Gleichungen dieses
Paragraphen aus einander ahleiten lassen, unmittelbar hervor, dass,
wenn zwei beliebige Vielfachemsummen jener Btrecken in Bezug
auf dieselben zwei Anfangselemente ¢ und o einander gleich sind,
auch ihre Koefficientenswmmen gleich sein, und daher ihre eigene
Gleichung bei jeder Aenderung von @ fortbestehen milsse, und
ebenso dass, wenn eine solche Vielfachensumme in Bezug auf swei
Anfangs-Elemente ¢ und ¢ gleichen Werth behiilt, ibre Keefficien-
tensumme null ist, und sie selbst daher bei jeder Aenderung von
¢ denselben Werth behilt.

§ 95. Um die Resultato des vorigen § einfacher einkleiden
zu kinnen, fihren wir einige Benennungen ein, die wir auch fur
die Geometrie fosthalten. Numlich wir vemstehen umter der Ab-
weichung eines Elementes @ von einem Elemente ¢ die Strecke [oa],
unter der Gesammi-Abweichung einer Elementenreihe von einam
Elemente ¢ die Summe aus den Abweichungen der eingelnen Ele-
mente jener Reihe von dem Elemente ¢. Fallen unter jenen Ele-
menten mehrere (m) in eins (&) zusammen, so wird auch die Ab-
weichung diéses Elementes [ge:], ebenso oft (m-mal) in jener Summe
vorkommen. Hierdurch gelangen wir zu einer Erweiterung des
- Begriffs; niimlich nennen wir einen Verein von Elementen, deren
jedes mit einer bestimmten Zahlengrsse behaftet ist, einen Elemen-
tarverein, so werden wir unter der Gesammtabweichung eines Ele-
mentarvereins von einem Elemente ¢ eine Vielfachensumme aus
den Abweichungen der jenem Vereine angehirigen Elemente von
dem Element ¢ verstehen mtissen, deren Koefficienten die Zahlen-



134 Add. u, Subtr, der Elomentargrissen erster St. 8 96

-gréesen sind, mit welchen die zugehsrigen Elemente behaftet sind.
Die Summe dieser Zahlengrossen nennen wir das Gewicht®) des
Plementarvereins, so wie die Zahlengrossen, mit welchen die ein-
zelnen Elemente behaftet sind, die ihnen zugehbrigen Gewichte.
Besteht also der Elementarverein aus den Elementen «, f,....
wnd den sugehbrigen Gewichten a, §,...., so ist die Abweichung
jenes Elementarvereins von einem Elemente ¢ gleich
aloa] + 5ef] +....

Bomit haben wir denn die Sktze:

: »Wenn zwei Elementarvereine von demselben Elemente um

Gleiches **) abweichen, und ihr Gewicht gleich ist, oder wenn

- sie von denselben zwei Elementen um Gleiches abweichen; so
weichen sie auch von jedem andern Elemente um Gleiches
ab, und im letztern Falle ist ilir Gewicht gleich“ '

und

»Ein Elementarverein, dessen Gewicht null ist, weicht von je

zwel Elementen um Gleiches ab, und ein Elementarverein,

welcher von zwei Elementen um Gleiches abweicht, hat null
zum Gewicht, und weicht von allen Elementen um Gleiches
ab ) «

§ 96. Jedes Gebilde wird dadurch als Grosse fixirt, dass der
Bereich seiner Gleichheit und Verschiedenheit bestimmt wird. Wir
bezeichnen daher zwei Elementarvereine als gleiche Grissen und
‘swear als gleiche Elementargrossen, wenn ihre Abweichungen von
denselben Elementen jedesmal gleichen Werth haben. Ein Ele-
mentarverein wird also zur Elementargrisse, wenn man von der
besonderen Art seiner Zusammensetsung absieht, und nur die Ab-
weichungswerthe festhiilt, weleche er mit anderen Elementen bildet,
8o dass also eine Elementargrosse auf verschiedene Weise als Ele-

*) Der Name ,Gewicht“ ist auch sonst in der Mathematik (in der
‘Wahrscheinlichkeitsrechnung) im abstrakten S8inne gebriuchlich, und bedarf
‘wohl hier keiner Rechtfertigung.

**) D. h. die Abweichungen sollen gleich sein.

- #**¥) Dabei versteht sich von selbst, dass auch jedes einzelne Element so-
‘wohl fiir sich, als wenn es mit einer Zahlengrisse behaftetist, als Elementar-
verein aufgefasst werden kann, indem die Gewichte der iibrigen Elemente null
sind.
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mentarverein da sein kann, und jeder Elementarverein als eine
besondere Verktrperung einer Elementargrdsse oder, wie wir es
oben bezeichneten, als elementare oder konkrete Daratellung einer
. Elementargrosse aufsufassen ist. Hiertach versteht es sich nun
schon von selbst, dass unter der Abweichung und dem Gewichte
-einer Elementargrisse dasselbe zu verstehen ist, was wir unter der
Abweichung und dem Gewichte des Elementdrvereins verstanden,
welchem sie angehtrt, und dass zwei Elementargrtssen nur dann
gleich sein kinnen, wenn sie gleiches Gewicht und gleiche Ab-
weichungswerthe darbieten, dass aber schon die Gleichheit der Ele-
mentargriesen erfolgt, wenn anch nur irgend zwei solche Werthe
als gleich dargethan sind. Unsere Aufgabe ist nun, die Art der Ver-
kntipfung auszumitteln, in welche die verschiedenen Elemente und
-die zugehorigen Zahlengrossen eines Elementarvereins eingehen
miissen, wenn als das Resultat der Verkntipfung die Elementargrissse
erscheinen soll. Die Verkntipfungen sind von zwiefacher Art, eines-
theils niémlich zwischen einem Element und der zugehdrigen Zahlen-
grosse, dem Gewichte, andererseits zwischen den mit Gewichten
behafteten Elementen und tiberhaupt zwischen den Elementarver-
einen, sofern sie ihren Abweichungen nach betrachtet werden, d. h.
zwischen den Elementargrissen unter sich. Betrachten wir zuerst
diese letzte Verkntipfungsweise, so ist klar, dass die Gesammtab-
weichung eines Elementarvereins dieselbe bleibt, in welcher Ordnung
man die einzelnen Theile dieses Vereins nehmen, und wie man sie
unter sich zu besonderen Vereinen zusammenfassen mag, und dass
endlich, wenn man zu Elementarvereinen, weleche verschiedene Ab-
weichung darbieten, Elementarvereine, welche gleiche Abweichungen
darbieten, hinzufiigt, die so erzeugten Gesammivereine auch ver-
schiedene Abweichung darbieten miissen; und zwar wird dies alles
der Fall sein, weil es ftir die Addition der Strecken gilt. Diese
Vertauschbarkeit und Vereinbarkeit der Glieder, und auf der andern
Seite das Gesetz, dass, wenn das eine Glied der Verknttpfimg kon-
stant bleibt, das Resultat nur dann konstant bleibe, wenn auch das
andere Glied es bleibt, bestimmt jene Verkniipfung nach § 6 als
eine additive, und die Gesetze der Addition und Subtraktion gelten
allgemein fiir diese Verkniipfung. Was nun die Verkntipfung des
Elementes mit dem zugehtrigen Gewichte betrifft, so leuchtet ein,



136 Adad. u. Sudtr. der Elementargrissen erster St. § 97

dnss, wemm in einem Elementarvereine dasselbe Element melwmals
und.zwar mit verschiedenen Giewichten behaftet vorkommt, man statt
dessen das Element einmal und zwar mit der Summe der Gewichte
behaftet setzen kann, obne dass die Abweichung des Vereins
gelindert wird, wie dies aus den Gesetsen der Multiplikation von
Zahlengrossen mit Strecken bekanmt ist. Bezeichnet man daher vor-
liafig diese sweite Verkntipfungsweise durch das Zeichen ~ , so hat
man, wenn & e¢in Element, m und n die Gewichte sind,

m-e < n~e==(m -} n)~a,
eine Gleichung, welche das multiplikative Grundgesetz in Besug auf
das erste Verkntipfungsglied darstellt, und da die Verkntipfung einer
Zahlengrise mit einem Verein aus mehreren Elementen noch
nicht ihrem Begriffe nach gegeben ist, also anch die andere Seite
jenes Grundgesetzes noch nicht hervortreten kaun, so ist jeme Ver-
knitpfung, so weit sie itherhaupt bestimmt ist, als eine multiplika-
tive bestimmt. Fassen wir dies zusammen, so ist die Elementar-
grisse eines Vereins von Elementen @, #,.... mit den zugehtrigen
Gewichten a, b,.... gleich

aa b8 4 ....... ’

d. h. sie ist als Vielfachensumme der Elemente dargestellt, deren
Koefficienten die den Elementen zugehtrigen Gewichte sind, und
sugleich ist dadurch die Addition der Elementargrtissen unter sich
bestimmt.

§ 97. Um nun die multiplikative Verkntipfung allgemeiner
darzustellen, haben wir die Multiplikation einer Zahlengrisse mit
einer Elementargriese so zu definiren, dass auch die andere Seite
des multiplikativen Grundgesetzes fortbesteht; dies geschieht, indem
wir festsetzen, dass eine Vielfachensumme von Elementen mit einer
Zahlengriosse multiplicirt werde, wenn man die Koefficienten
derselben mit dieser Zablengrtsse multiplicirt. N#mlich dann er-
giebt sich sogleich, wenn a und b beliebige Elementargrissen,
d. h. Vielfachensummen von Elementen darstellen, die Geltung der
beiden multiplikativen Grundgesetze

ma -} na==(m -4 n)a

ma <~ mb==m (a 4 b).
Dass nun auch das Resultat der Division mit einer Zahlengrisse,

und
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sobald diese nicht null ist, ein bestimmtes sei, ergiobt sieh'leicht,
indem verschiedene Elementargrbssen, d. h. solehe, deven Ab-
weichungen von denselben Elementern Verschiedemheiton darbieten,
auch nachdem sie mit derselben Zahlengrbsse, die micht null ist,
multiplicirt sind, versehiedene Abweichungen darbieten miissen, also
verschieden bleiben. Und ebenso leicht ergiebt sich aueh, dass, wenn
wir gleichartige Elementargrossen solche nenwen, welche aus derselben
Elementargrisse durch Multiplikation mit Zahlengrissen hervor-
gegangen sind, der Quotient zweier gleichartiger Elementargrissen,
wenn nicht der Divisor null ist, eine bestimmte Zahlengrisse liefert.
Somit gelten alle Gesetze arithmetischer Multiplikation und Division
fir die fragliche Verknttpfung. Die Verkntipfung des Elementes ¢
mit andern Elementen oder Elementargréssen, wie sie bei der oben
eingeftthrten Bezeichnung der Abweichung eintritt, behalten wir
dem folgenden Kapitel vor.

§ 98. Es erschien bisher die Elementargrsse im Allgemeinen
als eine Vielfachensumme von Elementen, und wir mtlssen uns die
Aufgabe stellen, eine Elementargrisse, welche in dieser Form ge-
geben ist, in mbglichst einfacher Form darzustellen. Zuniehst
machen wir den Versuch, sie in einem Gliede, also als vielfaches
Element darzustellen. Es sei daher '

“oe+4B84.....m=x0
gesetzt, wo o ein Element, x sein Gewicht bezeichnet; da das Ge-
sammtgewicht auf beiden Seiten gleich sein muss, so- erhalten wir

sogleich

Xemag4-b4.....
und wir haben nur noch ¢ s0 zu bestimmen, dass die Gesammt-Ab-
weichung von irgend einem Elemente @ auf beiden Seiten gleich ist
und erhalten

s(eal-+-Blel+-. ... mm B -...) [o0],

a[ea] 45| R
R |
wodurch o bestimmt ist, sobald a+5+ . einen geltenden Werth
hat, d. h.
pEine Elementargrisse, deren Gewicht nicht null ist, lisst ueh
als ein mit gleichem Gewichte behaftetes Element darstellen,

d. h.
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und zwar ist die Abweichung dieses Elementes von einem Ele-
* mente @ gleich der durch das Gewicht dividirten Abweichung
der Elementargrtese von demselben Elemente.“
Setrt man tibrigens in jener Gleichung, welche fir jedes Element ¢
gilt, dies Element mit o identisch, 8o hat man, weil @0¢] nall ist, mit
Weglassung des Divisors die Gleichung
om= g [0a]--b[0f]4....,
d. h. die Gesammtabweichung einer Vielfachensurame von Elementen
von dem Summenelement () ist gleich null.
. § 99. Ist das Gewicht der Elementargrisse null, so haben wir
echon gezeigt, dass dann die Abweichungen der Elementargrissse von
je swei Elementen gleich gross sind ; ist diese Abweichung daher in
Bezug auf irgend ein Element null, so ist sie es auch in Bezug auf
jedes andere, und jene Elementargrtsse kann dann einem beliebigen
Elemente mit dem Gewichte null gleichgesetzt werden, wie dies auch
die Formel des vorigen § schon darlegt, oder sie kann selbst gleich
null gesetst werden. Ist aber die Abweichung einer solchen Ele-
mentargrisse (deren Gewicht null ist) von irgend einem Elemente
gleich einer Btrecke von geltender Gréase, so ist auch die Abweichung
-derselben von jedem andern Elemente derselben Strecke gleich, und
diese Strecke, welche jene konstante Abweéichung misst, repriisentirt
daher jene Elementargrbsse vollstindig, so dass zu gleichen Ele-
mentargrissen, deren Gewichte null sind, auch gleiche Abweichungs-
werthe und umgekehrt gehtren. Werden nun solche Elementar-
gréssen zu einander addirt oder mit Zahlengrssen multiplicirt, so
geht der Abweichungswerth des Resultates aus denen jener Elementar-
grissen durch dieselbe Addition oder Multiplikation hervor, es tritt
also zwisehen solchen Elementargrtssen und ihren Abweichungs-
werthen weder an sich, d. h. in ihrem Begriffsumfange, noch in ihren
.Verkniipfungen, irgend ein Unterschied hervor, und wir sind somit
berechtigt, jene Elementargrisse und ihren Abweichungswerth als
gleich zu definiren, ja wir sind dazu gezwungen, wenn wir nicht durch
. unniitze Unterscheidungen den Gegenstand verwirren wollen. Wir
setzen daher eine Elementargrisse, deren Gewicht null ist, derjenigen
konstanten Strecke gleich, um welche jene Grisse von beliebigen
Elementen abweicht, oder wir verstehen unter der Abweichung einer
Btrecke von einem Element jene Strecke selbst, und die Strecke
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erscheint als eine besondere Art von Elementargrbssen. Um dies
noch anscheulicher zu tibersehen, ktnnen wir zumliichst nachweisen, -
dass sich jede Elementargrisse, deren Gewieht null ist, als Differenz
sweier Elemente (#—c«) darstellen lisst, deren eins () willktthrlieh
ist. In der That, da das Gesammtgewicht dieser Differenz gleich-
falls null ist, so kommt es nur darauf an, dass in Berug auf irgend
ein Element (¢) die Abweichungen gleieh sind. Die Abweichung
jener Differenz von ¢ ist [pf] — [ee], d. h. sie ist gleich [e¢f], und
dadurch ist nicht blos das Element £ bestimmt, wenn « gegeben ist,
sondern auch die konstante Abweichung der gegebenen Elementar-
grbsae selbst gefunden, und es folgt daraus ferner, dass
. [efl=p—a |
ist. Beide stellen also nur verschiedene Bezeichnungen dar, und
da die erstere willkithrlich, die letztere nothwendig ist, so werden
wir von jetzt an am liebsten jene von Anfang an nur als vorliufig
dargestellte Bezeichnung gegen die letzte fallen lassen, wund also
kiinftig eine Strecke, welche, wenn @ als ihr Anfangselement ge-
setzt wird, # zum Endelement hat, mit § — & bezeichnen*). Fassen
wir das Ergebniss beider Paragraphen zusammen, so zeigt sich,
»dass eine Elementargriosse erster Stufe, denn so bezeichnen
wir die bisher behandelte Elementargrsse im Gegensasz gegen
die spiter zu behandelnden, sich, wenn ihr Gewicht einen
geltenden Werth hat, als vielfaches Element, wenn ihr Ge-
wicht null ist, als Strecke darstellen lisst, und zwar erhilt
man jedesmal diesen Werth, indem man die Gewichte gleich
setzt, und die Abweichungen von irgend einem Elemente, wo-
bei die Abweichung einer Strecke von einem Elemente jener
Strecke selbst gleich gesetzt, und das Gewicht einer Strecke
null gesetzt wird. “
& 100. Da nach dem vorigen § die Btrecke als eine besondere
Gattung von Elementargrossen erster Stufe erschien, so Nisst sich

*) Es ist hier noch zu erwihnen, dass die Formel des vorigen § fiir
diesen Fall die Elementargrosse als unendlich entferntes Element mit dem
Gewichte null darstellt, falls man n¥mlich die Division mit null gelten
lassen will; aber die bestimmte Bedeutung dieses Ausdrucks tritt eben erst
durch die hier gegebene Darstellung an’s Licht.
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die Summe einer Strecke und eines einfachen oder vielfachem
Elementes gleichfalls als Elementargrese auffassen, wnd den Be-
griff dieser Summe, der durch das Frithere schon bestimmt ist,
wollen wir nun nkher vor Augen rticken. Suchen wir xuerst die
Summe (& -}- p) eines Elementes o und einer Strecke p, so muss,
da das Gewicht dieser Samme 1 ist, dieselbe wieder gleich einem
einfachen Elemente § gesetzt werden. Man bhat dann aus der
Gleichung
@ p=fp
die neve Gleichung
. B—a=p
d. h. @ -} p bedeutet das Element 2, in welches & tibergeht, wenn
es sich um p #ndert, odar dessen Abweichung von « gleich p ist.
Betrachten wir die SBumme eines vielfachen Elementes ma und
einer Strecke p, so haben wir, da das Gewicht der S8amme m ist,
die Gleichung
me 4 p=mng
und daraus
m(f — a)==p, oder f— & =f—;-,
d. h. mer - p bedeutet das mfache eines Elementes , dessen Ab-
weichueg von « der mte Theil der Btrecke p ist. Oder fassen wir
beides zusammen und drileken es auf allgemeinere Weise aus, in-

dem wir zugleich bedenken, dass, wenn £ von a um;? abweicht,

dann m# von a um p abweichg, so ergiebt sich,
ndass di¢ SBumme einer Elementargrtsse von geltendem Ge-
wichtswerthe und eimer Strecke eine Elementargriese ist,
welche mit der ersteren gleiches Gewicht hat, und von dem
Elemente der ersteren um die hinzuaddirte Strecke abweicht.“
§ 101. Wollen wir die in diesem Kapitel gewonnenen Resul-
tate auf die Geometrie anwenden, so haben wir nur statt der
Elemente uns Punkte vorzustellen; und behalten wir dann die
tibrigen Benennungen, welche in diesem Kapitel eingeftihrt wurden,
namentlich die Benennungen ,Gewicht, Abweichung, Elementar-
grosse* hier in derselben Bedeutung bei, so erhalten wir auch die-
selben Sktze, von denen wir jedoch die interessantesten in anschau-
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licherer Form darlegen wollen. Stellt man sich xunkichst n Punkte
@ ...x, vOr, so lisst sich stets ein Punkt ¢ finden, dessen Ab-
weichung von jedem beliebigen Punkte ¢ der n-te Theil ist von
der Gesammt-Abweiclang jener n Punkte von demselben Punkte ¢;
und dieser Punkt ist durch.eine solche Gleichung

[oo] 1€l + -[exa]

vollkommen bestimmt. Dieser Pnnkt ist es, welchen man den
Punkt der mittleren Entfernung  zwischen jenen n Punkten zu
nennen pflegt, den ich aber kiirzer als deren Mitte beseichnet habe
(vergl. § 24). Driicken wir nun den obigen Satz geometrischer
aus, so kénnen wir sagen:

nZieht man von -einem verinderlichen Punkte ¢ die Strecken
nach n festen Punkten, so geht die von @ aus mit der Summe
dieser Strecken gezogene Parallele durch einen festen Punkt @,
welcher die Mitte awischen jenen n Punkten heisst, und dessen Ent-
fernung von @ der n-te Theil jener Bumme ist.“ Oder wenn wir
auch den Begriff der Summe vermeiden wollen ,Zieht man von einem
veriinderlichen Punkte ¢ di¢ Strecken nach n festen Punkten, und
legt diese Strecken, ohne ihre Richtung und Linge zu ¥udem, stetig,
d. h. so an éinander, dass der Endpunkt einer jeden Strecke jedesmal
der Anfangspunkt der niichstfolgenden wird, und macht ¢ zum An-
fangspunkt der ersten, so geht die Limie, welche die so gebildete
Figur schliesst, durch einen festen Punkt ¢, welcher die Mitte der
n Punkte ist, und von der schliessenden Seite nach dem Punkte ¢ zu
den n-ten Theil abschneidet.“ Hieraus ergiebt sich eine hichst ein-
fache Konstruktion der Mitte, und zugleich das Gesets, dass die
Strecken, welche von der Mitte nach den n Punkten gezogen werden,
stetig an einander gelegt eine geschlossene Figur geben, oder dass
sie den Seiten einer geschlossenen Figur gleich und parallel sind.

§ 102. Es ist klar, wie die im vorigen § aufgesteliten Gesetze
auch noch gelten, wenn sich mehrere der festen Punkte vereinigen,
wenn man dann nur die Anzahl derselben festhiilt, und auch dann
noch, wenn man diese Punkte mit beliebigen positiven oder negativen
Zahlengrissen, welche wir auch hier Gewichte nennen knnen, mul-
tiplicirt denkt, so lange nur die Summe der Gewichte einen geltenden.
‘Werth hat; nennen wir dann wieder die Geesammtheit der so mit Ge-
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wichten behafteten Punkte einen Punktverein, so kinnen wir den
Satx aussprechen: ,Wenn man vom einem verinderlichen Punkte @
nach den Punkten eines festen Punktvereins Strecken zieht, diese
Strecken, ohne ihre Richtung zu ¥ndern, mit den sugehirigen Ge-
wichten multiplicirt, und die so gewonnenen Strecken von @ sus
stetig an einander legt, so geht die die Figur schliessende Seite durch
einen festen Punkt ¢, welcher die Mitte jenes Punktvereins ist, und
dessen Entfernung von ¢ so oft in der schliessenden Seite enthalten
ist, als das Gesammtgewieht betriigt. Ist das Gesammtgewicht nulil,
so fillt, wie sich aus der Formel
fog] 216l H-0leA1+-....
afb4....

ergiebt, der Punkt ¢ ins Unendliche, und die schliessende Seite geht
dann durch denselben unendlich entfernten Punkt, d. h. hat eine
konstante Richtung. Dies ergiebt sich noch einfacher und rugleich
bestimmter aus den Sitzen, die wir ftir den Fall, dass das Gesammt-
gewicht null ist, oben aufgestellt hatten, und es folgt daraus zugleich,
dass diese sehliessende Seite zugleich eine konstante Linge hat. Es
erscheint also als Mitte des Punktvereins, wenn das Gesammtgewicht
null ist, ein unendlich entfernter Punkt, oder was dasselbe ist, eine
konstante Richtung, also nicht ein (endlich liegender) Mittelpunkt,
sondern eine Mittelaxe. Da dieser Fall ein besonderes Interesse
darbietet, so sprechen wir ihn noch einmal mit moglichster Ver-
meidung aller Kunstausdrticke aus:

»Zieht man von einem verénderlichen Punkte ¢ die Strecken
nach einer Reihe fester Punkte, zu welchen eine Reihe von Zahlen-
grissen, deren Summe null ist, gehtrt, und man legt diese Strecken,
nachdem man sie, ohne ibre Richtung zu ver#indern, mit dean zu-
gehtrigen Zahlen multiplicirt hat, stetig aneinander, so hat die
schliessende Seite konstante Richtung und L¥nge, und kann die Axe
jenes Punktvereins genannt werden ¥).

§ 103. InBezug auf die Statik stellen wir sogleich das Haupt-
gesetz auf, nimlich o

» Wenn die Punkte eines Vereins von parallelen Kriiften gezogen

* Sollﬁn die Resultate dieses § in rein geometrische Form gekleidet
werden, so miisste man statt der Gewichte parallele Strecken nehmen, deren
Grissen das Verhiltniss der Gewichte darstellten.
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werden, welche den Gewichten jener Punkte proportional, aber vox
verfinderlicher Richtung sind, so ist das Gesammtmoment jener
Kriifte in Berug auf die Mitte jones Vereins null, in Besug auf jeden
andern Punkt gleich dem Moment der an der Mitte angebrachten.
Gesammtkraft. “

Der Beweis ist hochst einfach, ist nimlich o die Mitte des Vereins
ae, bf, ...., und sind ap, bp, ...die Kriifte, durch welche die Punkte
a, B eto. gezogen werden, so hat man das Gesammtmoment in Bezug
auf o gleich .

’ a[oa].p-4b[of].p.....

_ wn (@ [0a}4-b{of]4....).p==o,
da der erste Faktor nach dem vorigen § null ist. Fiir jeden andern
Punkt ¢ hat man das Moment gleich
(alex]t-5{eb]+-...)-p,

und da der erste Faktor gleich (a }5-}-...) [ed] ist, gleich
[ed]. (@a45+...).p,

d. h. gleich dem Moment der an ¢ angebrachten Gesammtkraft. Es
ist bekannt genug, dass von der ersteren Eigenschaft die Mitte, wenn
die Gewichte als physische Gewichte aufgefasst werden, der Schwer-
punkt heisst. Da die physischen Gewichte immer als positiv er-
scheinen, so hat der zweite Fall hier keine direkte Anwendung.
Denkt man sich aber einen in eine Flssigkeit getauchten Kbrper,
welcher von dieser Fltissigkeit rings umgeben ist, und rechnet man
die Kraft, mit welcher jedes Theilchen durch sein physisches Gewieht
nach unten, und die, mit welcher es durch den Druck der Flissigkeit
(welcher dem physischen Gewichte der verdriingten Fliissigkeit gleich
ist) nach oben getrieben wird, zusammen, und betrachtet die Gesarmmt-
kraft als mathematisches Gewicht des betreffenden Theilchens, so hat
man ebenso wohl positive als negative Gewichte. Wenn ins Besondere
der Kgrper in der Fltissigkeit schwebt, so ist die Summe jener Ge-
wichte null, und stattdes mit einem Grewicht behafteten Schwerpunktes
tritt nun eine bestimmte Strecke als Summe des Punktvereins suf,
welchen der in der Flussigkeit schwebende Ktrper darstelit. Diese
Strecke kann ins Besondere null werden; dann schwebt der Korper
in jeder Lage im Gleichgewicht; hingegen in jedem andern Falle
bestimmt die Richtung der Strecke die Axe, welche die senkrechte
Lage annehmen muss, wenn der in der Fltissigkeit schwebende Kor-
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per im Gleichgewicht sein soll. Wie die Richtung und Linge dieser
Btrecke, welche fir die Statik, wie wir im nichsten § zeigen werden,
eine bestimmte und einfache Bedewtung hat, gefanden werden k¥nne,
ergiobt sich sogleich aus dem folgendem Batne, welsher eime unmittel-
bare Folgerung aus dem Begriffe der Summe mehrer Elementargrissen
ist, nlinalich aus dem Satse: i

»,Wenn ¢in Ktrper ans mehreren einselnen Kirpern zusammen-

geftigt ist, 8o findet man ams den Schwerpunkten und den Ge-

wichten der einzelnen Ktrper den Schwerpunkt und das Geewicht
des Ganzen, oder die Strecke, weélohe beides vertritt, indem man
die Summe aus dem mit den betreffenden Gewichten behafteten

Schwerpunkten nimmt. ¢

In unserm Falle ist der Schwerpunkt des Kérpers an sich und
der des verdriingten Wassers zu nchmen and beide mit den betreffen-
den Gewichten, welohe entgegengesetzt begeichnet sind, su multi-
pliciren ; und da fiir denFall, dass der Korper schwebt in der Fliissig-
keit, die Gewichte gleich sind, so erhiilt man als Summe dies Gewicht
multiplicirt mit der gegenseitigen Abweichung beider Schwerpunkte,
die Axe geht also durch beide Schwerpunkte und ist null, wean die-
selben zusammenfallen.

§ 104. Kine ungleich wichtigere Anwendung des letsten Falles,
in welchem statt des Summenpunkstes eine Axe erscheint, ist die auf
den Magnetismus. G auss hat gezeigt¥), dass die magnetischen
Intenmitliten innerhalb eines magmetischen Korpers allemal sur Suamme
mell geben. Denkt man sich diese Intensititen den rzmgehdrigen
Punkten (oder Theilehen) als mathematische Gewichte beigelegt, so
wird die Summe des so gebildeten Punktvereins eine Strecke von
bestimmter Richtung und Liinge sein. Um die Bedemtung dieser
Strecke flir die Theorie des Magnetismus kennen zu lernen, denken
wir uns eine magnetische Kraft, welche, wie etwa der Erdmagnetis-
mus, oder die Kraft eines entfernten Magneten, die einzelnen Punkte
in parallelen Richtungen den magnetischen Intensitliten proportional
forttreibt, so ist das Moment dieser Krifte in Bezug suf irgend einen

Punkt ¢ gleich
afea].p+b[eh].p+-...

*) In ssiner Abhandlung ,,Intensilas vis magneticae.
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‘wenn ap, bp, die den magnetisehen Intensititen a,¥, . ... proportionalen
auf die Punkte a, .. .. wirkenden Kritfte sind; es vorm,ndolt sich
aber jener Ausdruck, wgnn man den gemeinschaftlichen Faktor p
ausserbalb einer Klammer setet, und bedenkt, dass dann die von der
Klammer eingesehlossene Grisse jemer konstanten Strecke, welche
die Summe des Punktvereins darstellt, und von uns mit a bezeichnet
werden soll, gleich ist, in
a. p,

d. h. das Moment jener Kriifte ist in Bezug auf je zwei Punkte gleich
gross, ndmlich, wenn wir a die magnetische Axe, und p &ie ein-
wirkende magnetische Kraft (wie sie auf einen Puwkt von der zur
Einheit genommenen Intensitit wirkt) nennen, gleich dem ¥usseren
Produkt der magnetischen Axein die einwirkende magnetische Kraft.
Gleichgewicht ist also vorhanden, wenn dies Produkt mulil ist, d. h.
die magnetische Axe in der Richtung der einwirkenden Kraft liegt.
Per Begriff der magnetischen Axe, wie ich ihn hier dargestellt habe,
ist von dem semst gangbaren nur dadurch verschieden, dass sie hier
als eine Btrecke von bestimmter Richtung wund Li¥nge aufgefasst ist,
wihrend man sonst an ihr nur die Richtung festzubaltem pflegt. Die
Grtinde, warum ich diesen Begriff modificirt habe, ohne die Benennung
zu #indern, ergeben sich leicht, da einerseits die Wissenschaft die Ver-
kniipfung der Richtung und Linge jemer Strecke zn einem Begriffe
fordert, und anderseits aus dem, was man tiber die magnetische Axe
aussagt, jedesmal sogleich hervorgeht, ob die Lénge in den Begriff
mit aufgenommen ist, oder nicht, so dass also keine Verwechselung
moglieh ist. Dass man bisher in der Theorie des Magnetismus ‘beides
stets gesondert betrachtet hat, liegt nur darin, dass die Einkeit von
Richtung und Léinge, wie wir sie in dem Begriffe der Strevke auf-
gefasst haben, bisher in der Geeometrie keine Stelle fand. Uebrigens
beweist schon die ausserordentliche Einfachheit, in welcher vermtge
dieses Begriffes und der durch unsere Wissenschaft gebotenen Ver-
kniipfang das magnetische Moment sich darstellt, die Unentbebrlich-
keit wmserer Analyse fiir die Theorie des Magnetismus hinlénglich.

Anmerkung. Wir sind hier zu dem ersten und einzigen
Punkte gelangt, in welchem unsere Wissenschaft an schon anderweitig
bekanntes heranstreift. Nimlich in dem baryeentrischen Kalktl von

Mobius wird gleichfalls eine Addition einfacher und vielfacher Punkte
10
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dargelegt, zwar zuniichst nur als eine ktirgere Schreibart, aber doch -
mit derselben Rechnungsmethode, wie wir sie in den ersten Paragra-
phen dieses Kapitels, wenn gleich in grosserer Allgemeinheit, dar-

gelegt haben. Was jedoch dort ginglich fehlt, ist die Auffassung
der Summe als Einer Grdsse fiir den Fall, dass die Gewichte zusammen

null betragen. Was den scharfsinnigen Verfasser jenes Werkes

daran hinderte, diese Summe als Strecke von konstanter Liinge und

Richtung aufzufassen, ist ohne Zweifel die Ungewohntheit, Linge und

Richtung in Einem Begriffe zusammenzufassen. Wire jene Summe

dort als Strecke fixirt, so wire daraus der Begriff der Addition und

Subtraktion der Strecken, wie wir ihn in Kapitel I des ersten Ab-

schnitts dargestellt haben, fiir die Geometrie hervorgegangen; und

unsere Wissenschaft hiitte einen zweiten Bertthrungspunkt mit jenem

Werke gefunden; auch wiirde dann der barycentrische Kalktl selbst

eine viel freiere und allgemeinere Behandlung gewonnen haben *).

§ 106. Es erscheint mir hier der geeignetste Ort, um die An-
wendung unserer Wissenschaft auf die Differenzialrechnung wenigstens
anzudeuten. Um zu einer solchen Anwendung zu gelangen, miissen
wir die durch unsere Wissenschaft gewonnenen Grissen als Funktio-
nen darstellen. Dies geschieht am einfachsten, wenn die unabhiingige
Verdnderliche als Zahlengrisse gesetzt wird, etwa gleich t. Dann
wird sich jede Grisse P in der Form

P == A-{-Bt14-Ct3-}-.....,
oder noch allgemeiner in der Form
Pe=Ant®4Ant24....
darstellen lassen, wo A, B, C.... oder Ay, Ay,.... nothwendig
Grossen von derselben Stufe sind wie P, und als unabhingig von t
gedacht werden mtissen. Setzen wir dann diesen Ausdruck als
Funktion von t gleich f(t), also
) P =A(t),

*) Als ich diese Anmerkung schrieb, war mir die Mechanik von M&bius
(Leipzig 1848), in welcher er die Addition der Strecken lehrte, noch nicht xu
Gesicht gekommen. Die Abhandlung in Crelle’s Journal (Band 28), in welcher
Mébius den harycentrischen Kalkiil in der hier angedeuteten Weise begriin-
dete, erschien erst nach dem Druck der Ausdehnungslehre, obwohl das Datum
der Unterschrift nachweist, dass dieselbe schon friiher geschrieben war. Esge-

hort dies zu den merkwiirdigen Beriihrungen wissenschaftlicher Arbeiten, wie
sie 80 oft sum Erstaunen derer, welche so susammentreffen, stattfinden. (1877.)
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und setzen wir ferner
dP == f(t - dt) — f(t),

go erhalten wir im allgemeinen Falle
N . ant

Als der einfachste Fall erscheint hier der, dass P, also auch
Ay, Ay .... Elementargrossen erster Stufe sind. Nimmt man dann
ins Besondere an, dass P ein konstantes Gewicht habe, so wird es
sich, wenn man die Grossen jetzt als Grossen erster Stufe mit kleinen
Buchstabenr bezeichnet, in der Form darstellen lagsen

p=a—+but®4but"....,

WO bm, by,... Strecken darstellen, a und p also Elementargrissen
von gleichem Gewicht. Dann erhilt man ’

d_p =mbyt® 14 nbyt*—14....,

dt
und ‘;—lt) stellt also eine Strecke dar. Man iibersieht leicht, dass, wenn

pden Ort eines Punktes in der Zeit t darstellt, dann ((1—1% die Geschwin-

2
digkeit desselben ihrer Griosse und Richtung nach, und gt-—f seine Be-

schleunigung auf dieselbe Weise darstellt. Durch die Einfithrung
dieser Betrachtungsweise in die Mechanik gelangt man mit Anwen-
dung unserer Analyse auf’s Leichteste zu der Ltsung mancher Pro
bleme, die sonst als verwickelt erscheinen ; doch wiirde mich die weitere
Verfolgung dieses Gegenstandes zu weit von meinem Ziele abftihren *).

Zweites Kapitel.

Aeussere Multiplikation, Division und Abschattung
der Elementargrdssen.

§ 106. Der Begriff der Abweichung, wie wir ihn in der Ent-
wickelung des vorigen Kapitels zu Grunde legten, enthi}t dem Keime-
nach den Begriff des Produktes zweier Elementargrossen in sich.

*¥) Vergl. meinen Aufsatz: Die Mechanik nach den Principien der Aus-

debnungslehre in den mathematischen Annalen Bd. XII. (1877.)
10*
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Wir verstanden dort unter der Abweichung eines Elementés & von
einem andern Elemente p ‘'dre Strerke, Welche von ¢ nach « gefiihrt
werden kann, und bezeichneten diesslbe mit [per] ; ebéfiso verstanden
wir unter der Abweichung eines Elementarvereines von einem Ele-
mente @ die Vielfachensumme aus den Abweichungen seiner Elemente
von demnselben Elentonte ¢, wetn m&h als Koefficienten dieser Viel-
fachensumme die der betreffenden Elementen zugehdrigen Zahlen-
grossen (Gewichte) nimmt. Wir bestimmten datadf die einem Ele-
mentarverein entsprechende Elementargrésse so, dass sie statt des-
selben gesetzt werden ketinte, sobald es sich nar wm die Abweichung
handelte, und setzten eben die Gleichheit der Abweichungen als ein-
sige Bediagung flir die Gleichheit der Elémentargrdssen ; daraus ergab
gich dann, dass die einem Elementirvoreine zugehdrige Blementar-
grosse wiederum die mit den zugehtrigen Gewichten als Koefficienten
versehene Vielfachensuinme der Elemente sei, also die entsprechende
Vielfachensumme der Elemente, wie die Gesammt-Abweichung jenes
Vereins eine Vielfachensumme aus den Abweichungen der Elemente
war. Bereichnen wir daher gleichfalls di¢ Abweichung einer Ele-
mentargrosse a von einem Elemente ¢ mit [ea], so haben wir
[e (@ 4-6F4-.... ) =a{ee] +-b[ef] .. .;
und so auch, da die Gesammtabweichung eines Elementarvereins die
Summe ist aus den Abweichungen ihrer Theile
[e(a+b4-co...)) = [ea] +[eb]+..,
wenn a, b, .... beliebige Elementargrssen vorstellen. Spiterhin
hatten wir das Produkt einer Zahlengrisse in eine Elementargrosse,
d. h. in eine Vielfachensumme von Elementen, als eine Vielfachen-
summe definirt, welche ans der ersteren durch Multiplikation ihrer
Koefficienten mit jener Zahlengrisse hervorgeht, und daraus folgt nun,
dass man die Abweichung einer m-fachen Elementargrosse findet,
wenn man die der einfachen mit m multiplicirt, also dass
(e (ma)] =m [ea]

ist*). Kurz es zeigt sich, dass die multiplikative Grundbeziechung
fur die fragliche Verkntipfung von ¢ mit einer Elementargrosse,
sowohl am sich nls avch in Beeug asuf das Hitisutéeben voh Zahlen-

*) Hieraus ergiebt sich iibrigens, dass manin der ersten Gleichung dieses

Parsgraphen anch statt der Elemente &, 3, . .. die Elementargrissen a, b,. ..
einfiihren kdante.
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faktoren gilt, sobald man wux den zweiten Faktor als gegliedert bo-
trachtet. Ueherdies zeigt sich, da [g¢] null ist, und [eo)] g-lmh
— [@e], dass diese Multiplikation eine kusaere sein. wilnde,

§ 107. Ehe wir nun zu dem vollsténdigen Begriffe des {usseren
Produktes der Elementargrossen tibergehen., wollen wir des Bagriff
der Elomentarsysteme feststeller. Diesar Begriff grmdet sich wie
der der Ausdebnungssysteme (§ 16) auf den Begriff der Abhlingig-
keit. Wir wennen eine Elementargrisse esster Bt. abhlmgig von
andern Elementargrossen, wenn sie sich als Vielfachenmmme der-
selben darstellen lisst, hingegen memnen wir mehrere Elementar-
grossen erster St. wnabbiingig, wenn zwischen ihnen. keine Abhingig-
keit in dem angegebenen Sinne stattfindet, d. h. keine von ihnen sich
als Vielfachensumme der iibrigen darstellen 14sst. Nun verstehem
wir unter einem Elementarsysteme n-ter Stufe die Gesammtheit der
Elemente, welehe von n Elementen abhiingig sind, wihrend diese n,
Elemente von einander unabhbiingig sind. Sind nmn @, §, ¥.... die
n, von einander unabhiingigen Elemente, und ich betrachte zwei von.
ibnen sbhipgige Elemente, ¢ und 0, so wixd such ilire Differens sich
als Vielfachensumme jener n Elemente daxstellen lassen ; diese Diffe-
renz, welehe die gegenseitige Abweiehung beider Elemente darstelle,
bat zum Gewichte null, und man erhiils daher @— & in der Fom
dargestellt :

¢— o= aa-bf4cy-..... ,

a+5+c-—|—.. o= 0
ist. Drtickt man vermittels der letaten Gleichung irgend einen der
Koefficienten z. B. a durch die iibrigen aus, so erhilt men, indess
man diesen Werth in die erste einfiihrt,
e—0==b(f—a)tc(r—a)+4..... R

d. h. die gegenseitige Abweichung zweier Elemente eines Elementar-
Systems n-ter Stufe ist als Vielfachensumme von (n—1)Strecken dar-
stellbar, welohe. von einem der n Elemente, die das System bestisamen,
nssch den tibrigen gelegé sind ; und umgekehrt jode Streeke, die sich als
Vielfachensumme dieser (a—1)3trecken darstellen Msst, fabrt auch ven
einem Elemente jenes Systems nothwendig wieder zu einem Flemente
deaselben Systems. Wir htnnen daher auch sagem, ein Klementar-
system n-ter Stufe sei die Gesammiheit der Elemente, deren gegenseitige

wo zugleich
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Abweichungen einem und demselben Ausdehnungssystem (n—1)ter
Btufe angehiren, oder, wenn mansich so ausdrticken will, es sei die ele-
mentare Darstellung eines Ausdehnungssystemes (n—1)ter Stufe. Noch
" bemerke ich, dass es im Begriffe des Elementarsystems unmittelbar liegt,
dass n Elemente dann und nur dann von einander unabhiingig sind, wenn
sie keinem niederen Elementarsystem als dem n-ter Stufe angehtren.

§ 108. Um nun sogleich zu dem Begriff der ¥usseren Mul-
tiplikation beliebig vieler Elementargrossen erster Stufe zu gelangen,
haben wir nur den allgemeinen (formellen) Begriff der Husseren Mul-
tiplikation auf diese Grissen anzuwenden. Der Begriff der Multi-
plikation ist schon dadurch bestimmt, dass man in einem Produkte
von zwei Faktoren, von denender eine aus zwei gleichartigen Stiicken
besteht, statt dieses Faktors seine Stiicke einzeln einftihren, und die
so gebildeten Produkte, welche wieder als gleichartig gu betrachten
sind, addiren darf. Dies Produkt mehrerer Grissen erster Stufe (die
wir als solche einfache Faktoren genannt haben) wird als ein Husseres
dadurch bestimmt, dass ohne Werthiénderung desselben in jedem ein-
fachen Faktor solche Stiicke, welche mit einem der beiden zun#chst-
stehenden Faktoren gleichartig sind, weggelassen werden konnen.
Durch diese Grundgesetze bestimmen wir also auch den Begriff der
Multiplikation von Elementargrossen erster Stufe, und halten zugleich
" alle in dem ersten Abschnitte fiir Ausdehnungsgrossen gegebenen
Begriffs-Bestimmungen auch fir Elementargrossen fest, und da auf
jenen Grundgesetzen und den hinzutretenden Begriffs-Bestimmungen
alle im ersten Abschnitte bewiesenen Gesetze beruhen, so gelten sie
auch alle fir Elementargrissen, also namentlich alle Gesetze der
¥usseren Multiplikation, der formellen Addition und Subtraktion, der
Division und der Abschattung ; in Bezug auf die letzte bemerken wir
nur noch, dass der Name Projektion hier nicht gebraucht werden
darf, weil er in Bezug auf Elementargrissen, wie sich spiiter zeigen
wird, einen ginzlich andern Begriff in sich schliesst, als wir bisher
mit dem Namen der Abschattung bezeichneten. — Unsere Aufgabe
bleibt daher insbesondere, unserm Begriffe die moglichste Anschau-
lichkeit zu geben, und seine konkrete Darstellung vor Augen zu legen.

§ 109. Die Hauptsache ist hier, auszumitteln, wann zwei Produkte
einander gleichgesetst werden kbnnen, indem dadureh der Begriffsum-
fang der Grosse, welche das Produkt darstellt, bestimmt wird. Da nun
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durch jene formellen Grundgesetze der Begriff des Produktes vollkom-
men bestimmt sein soll, so haben wir zwei Produkte dann, aber auch
nur dann, einander gleich zu setzen, wenn sich vermittelst jener Grund-
gesetze (oder der daraus abgeleiteten) das eine Produkt in das andere
verwandeln 1#sst. Es sei daher ein Produkt aus n Elementargrossen
erster Stufe der Betrachtung unterworfen. Zunichst ist klar, dass wenn
die Gewichte dieser n Elementargrsssen alle einzeln genommen null
sind, also jede derselben als Ausdehnungsgrisse epster Stufe erscheint,
auch ihr Produkt eine Ausdehnungsgrisse n-ter Stufe liefert. In jedem
andern Falle, und wenn auch nur Ein einfacher Faktor ein geltendes
Gewicht hat*), litsst sich jenes Produkt als Produkt eines Elementes in
eine Ausdehnungsgrisse (n— 1) ter Stufe darstellen. Denn wir knnen
zuerst den Faktor, von welchem wir voraussetzen, dass sein Gewicht
nicht null sei, auf die erste Stelle bringen ; sollte sich dabei das Vor-
zeichen des Produktes indern, so kénnen wir statt dessen das Zeichen
irgend eines Faktors indern. Ist nun ae jener Faktor, dessen Gewicht
@ nicht null sein soll, so kénnen wir nun den tibrigen Faktoren, wenn
ihr Gewicht noch nicht null ist, ein beliebiges Vielfaches von & als
Stick hinzufiigen, ohne den Werth des Produktes zu #ndern, und
dadurch das Gewicht jedes der iibrigen Faktoren auf null bringen.
Nacbdem dies geschehen ist, sind also die iibrigen (n—1) Faktoren
Strecken geworden; ihr Produkt, welches eine Ausdehnungsgrisse
{n—1) ter Stufe ist, sei Q, so ist die Elemelitargrbsse gleich
T ee.Q;
und dies wiederum, da a eine Zahlengrisse ist; gleich
. aQ=a.P,

wenn aQ gleich P gesetzt wird. Es ist also die eben aufgestellte
Bebauptung erwiesen; aber noch mehr, da das zu den einzelnen
. Faktoren hinguzuaddirende Vielfache von @, wenn es das Gewicht
derselben null machen soll, ein bestimmtes ist, so ergiebt sich dadurch
ein bestimmter Werth von Q, also auch von P. Um nun zu zeigen,
dass P immer einen bestimmten Werth behilt, welche Formver-
#nderung man auch vorher mit jenem Produkte vorgenommen hat,
haben wir nur festzuhalten, dass alle Formveriinderungen eines
Produktes, welche den Werth desselben ungelindert lassen, darauf

*) d. h. ein solches, welches nicht null ist.
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berwben, dass man. jedem einfachen Faktor Stiicke hinsufligen, kana,
welche den ibrigen Faktoren gleichartig sind. Laesen wir num im
dem urspriinglichen Produkte zunichst den Faktor aa ungeindert,
fiigen. aber irgend einewa andern Faktor ein Stiick hinsu, welches
irgend eimem dex ttbrigen Faktaren, etwa dem Faktor bf gleichartig
ist, 3. B. das Stiek wmS, wo 1 eine Zahlengnbsse bedeutet, so hat man
nachher, um das Gewicht dieses vermehrten Faktors anf null zu
bringen, noch ausser dem, was vorher zu subtrahiren war, die Grisse
e zu subtrahiren, semit erscheint das jenem Faktor hinzugefigte
gleich m (f—a); aber der Faktor b verwandels sich bei derzelben
Umwandlung in b (8—a); also bleibt auch nach der bezeichneten Un~
wandlung das dem eiren Faktor hinzugefligte Stiick dem andern
gleichartig, d. h. das Produkt Q, also auch P bekilt denselben Werth.
Somit haben wir gezeigt, das der Werth P, welcher als zweiter Faktor
erscheint, ein bestimmter ist, weon & unveriindert bleibt; nun kann
aber & um jeds Strecke wachsen, welehe. dem Systeme P angehort ;
es gei dieaelbe py, s0 hat man
(@+4p).P=e.P,

d. h. es kann sich das Element @ in jedes dem Elementarsysteme,
was durch & und P bestimmt ist, angehtrige Element verwsendeln,
wibrend P immer denselben. Werth behiilt, und hiermit ist der Be-
griffsamfang bestiamt. Wir nennen nnn ein Produkt von n Elementar-
grossen erster Stufe oder eine Swumme. von solchen Produkten ¢ine
Elementargrisse n-ter S8tufe,und einsolches Produkt, dessen
einfache Faktoren nicht siimmtlick Strecken sind, eine starre Ele~
mentargrosse. Somit haben wir den Satz gewonnen, ,dass
eine starre Elementargrtsse n-ter Stufe sich als Produkt eiees
Elements in eine Ausdebnung (n—1)ter Stufe darstellen Wsst, dass
diese Ausdehnung, welche wir die A usweichung jener Elementars
groese nennem, durch dieselbe vollkommen bestimmt sei, daas aher
gln Element jedes beliebige angenommen werden kaun, waa dem durch
die einfachen Faktoren der Elementargrisse bestinmten Systeme
gngehort.“ Die starre Elementaygrosse erscheint daher #berhaupt.
als Binheit des durch sie bedingten Elementarsystems und der ihr
sugehbrigen Ausweichung; wnd dureh das Ineinanderschauen beider,
d. h. durch das Zusammenfassen beider Anschauungen in eine ist
die Begriffseinheit einer Elementargrosee vom hiherer Stufe, oder,
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was dasselbe ist, eines Produktes von Elementargrissen erator Biufe
gegeben. Wir wollen nun die Anschauung der starren Elementar-
gxosse dadurch vollenden, dass wir sie als -bestimmten Theil des
Elementarsystems, dem sie angebort, dazzustellen suehon.

§ 110. Nach dem im vorigen § aufgestellten Begriff ist das
Produkt zweier Elemente &, £ die an das durch @ und S bestimmte
Elementarsystem gebundene uad. daduxch gleichsam erstarrte Strecke
af. Den Begriff der Strecke griindeten wir auf den des sinfachen
Avusdehnungsgebildes erster Stufe. Darunter verstandem wir die
Gesammtheit der Elemente, in die eim erzeugendes Element beéi
stetiger Fortsetzung derselben Aenderung iiberging; das erzeugende
Elament in seinem ersten Zustande pannten wir das Anfangselement
des Gebildes, in seinem letzten das Endelement, beide Elemente
die ‘Griinzelemente wnd alle iibrigen Elemente des Gebildes be-
zeichneten wir als zwischen jenen Grinzelementen liegende. So-
mit konnen wir auch ssgen, das einfache Gebilde af sei die
Gespmmtheit der zwischer @ und # liegenden Elements, wobei ea
vermoge des Begriffs des Stetigen gleichgiiltig ist, ob wir die Griing-
elemente selbst, weil sie an sich keine Ausdehnang darstellea, mit
hinzunebmen oder micht. Dies Gebilde nun wird als Elementar-
grisse zweiter Stufe aufgefasst, wenn man nur einestheils das Ele-
mentarsystem zweiter Stufe, dem es angehirt, und andrerseits di¢
Erzeugungsweise festhilt, so dass awei solche Gebilde, welche dem-
selben. Elemenatsrsysteme zweiter Stufe angehtren uwnd durch die-
selben Aendewungen exreugt sind, als Elementargréssen einander
gleich sind, aber auch nur zwei solche. Oder deokt man das ganze
Elementarsystem durch stetige Fortsetzung derselben Aenderung
ergougt, und nimmt zwei Elemente desselben als entsprechende
sn, und susserdem je zwei Elomente als entsprechendé, welche aus
den entsprechenden. durch dieselbe Aenderung erzeugtsind, so werden
zweir auf diese Weise sich entsprecheade Gebilde, als gleicha
Elementargrissen zweiter Stufe erscheinen. Wenden wir nun
dasselbe auf die Elementargwtssen hoherer Stufe an, und betrach-

hier gleichfalls die Aufgabe, die Gesammtheit der zwisohen die-
sen Elementen liegenden Elemeste zu finden, und diese Giesammt-
heit zu vergleichen mit dem Produkte der Elemente. Was wir
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unter einem zwischen 2 Elementen liegenden Elemente verstehen,
ist schon festgesetzt; jedes Element nun, was zwischen einem Ele-
mente @ und einem zwischen § und y liegenden Elemente sich be-
findet, bezeichnen wir als ein zwischen o, ,8 und y liegendes, und
iberhaupt ein Element, welches zwischen @ und einem zwischen
einer Reihe von Elementen £, y..... befindlichen Elemente liegt,
als ein zwischen der ganzen Elementenreihe @, £, y... liegendes.
Die Gesammtheit dieser Elemente wolleit wir vorliufig ein Eckge-
bilde nennen, @, 2, 7,...seine Ecken, und diese Ecken sowohl
als die Elemente, welche zwischen einem Theile dieser Ecken liegen
(nicht zwischen allen), seine Griinzelemente, jene zwischen s¥mmt-
lichen Ecken liegenden Elemente hingegen die inneren Elemente
des Eckgebildes. Unsere Aufgabe ist nun zuniichst die, alle Zwi-
schenelemente (inneren Elemente) als Vielfachensumme jener Ele-
mente, zwischen denen sie liegen, darzustellen, und die Relation
zu bestimmen, welche dann zwischen den Koefficienten statt finden
muss. Zuerst in Bezug auf zwei Elemente ist klar, dass ein Ele-
ment @ dann und nur dann zwischen @ und £ liege, wenn ag gleich-
bezeichnet ist mit g8, so dass die letzte Aenderung als Fortsetzung
der ersten erscheint. Jedes Element ¢ nun, was in dem durch e,
B bedingten Elementarsystem liegt, kann dargestellt werden durch
die Gleichung
‘e==aa - b,
wo a und b beliebige Zahlengrissen vorstellen, deren Summe eins
ist. Nach dem vorigen liegt nun ¢ dann und nur dann zwischen &
und 8, wenn a¢ gleichbezeichnet ist mit @f, d. h.
a. (ae -+ bB) gleiches Zeichen hat mit (aex <~ 58). 8
oder, indem man die Gesgetze der #usseren Multiplikation anwendet,
wenn bapg gleich bezeichnet ist mit aag, d. h. b gleich bezeichnet
ist mit a; d. h., da ihre Summe eins, also positiv ist, wenn beide
Koefficienten oder Gewichte positiv sind. Ist einer derselben null,
80 ist das Element ein Grinzelement. Durch Fortsetzung desselben
Verfahrens konnen wir nun beweisen, dass ein Element ¢ dann und
nur dann gwischen einer Reihe von Elementen «, £, 7v..., welche
von einander unabhingig sind, liege, wenn es sich in der Form
e=aa 458+ cr+....

mit lauter positiven Koefficienten darstellen lasse. Wir sagten, dass
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ein Element ¢ dann und nur dann zwischen einer Reihe von Ele-
menten liege, wenn es zwischen dem ersten Elemente dieser Reihe
und einem zwischen den folgenden befindlichen Elemente liege.
" 8oll ¢ daher zwischen @, £, y.....liegen, s0 muss es zwischen o
und einem zwischen £, y... liegenden Elemente sich befinden, es
muss also @ sich als Vielfachensumme von @ und einem zwischen
B, v.... liegenden Elemente, deren Koefficienten beide positiv
sind, darstellen lassen; also muss zuerst der Koefficient von & po-
sitiv sein, demm#ichst aber auch der Koefficient des zwischen B,
y.... liegenden Elementes, dies Element muss sich aber aus dem-
selben Grunde als Vielfachensumme von # und einem zwischen den
folgenden Elementen y... befindlichen Elemente mit positiven Ko-
efficienten darstellen lassen; in dem Awusdrucke fiir ¢ war aber dies
zwischen @, y... liegende Element mit einem positiven Koefficien-
ten multiplicirt; also werden wir, indem wir den fiir dies Element
gefundenen Ausdruck in den Ausdruck fir ¢ einfihren, und die
Klammer auflésen, ¢ als Vielfachensumme von den Elementen e, 8
und einem zwischen den folgenden Elementen y... befindlichen
Elemente mit positiven Koefficienten dargestellt haben, und da wir
dies Verfahren bis zum letzten Elemente hin fortsetzen knnen, so
folgt, dass jedes zwischen @, £, y... liegende Element sich als
Vielfachensumme von @, @, y... mit positiven Koefficienten dar-
stellen lasse. KEs ist nun noch zu zeigen, dass auch jedes Element,
was sich in dieser Form darstellen lasse, Zwischenelement sei. Ist
ein Element ¢ in der obigen Form dargestellt
e=aa 4 b8 4oy +4....,

wo @, b, c,.... positive Koefficienten sind ; so hat die Summe aller
auf aa folgenden Glieder zum Gewichte b - ¢ -}~ ..., also eine po-
sitive Zahl, ist also, wenn man die Koefficienten b, c,... mit b 4 ¢
... dividirt, und dann jene Summe mit b -} ¢ - ... multiplicirt,
als Produkt einer positiven Zahl in ein Element, was seinerseits
wieder als Vielfachensumme von £, 7,.... mit positiven Koefficien-
ten erscheint, darstellbar, folglich liegt @ zwischen @ und einem
Elemente, was als Vielfachensumme der folgenden Elemente mit
positiven Koefficienten darstellbar ist, und da wir diesen Schluss
fortsetzen konmen bis zu den beiden letzten Elementen hin, und
das als Vielfachensumme dieser letzten mit positiven Koefficienten
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deystellbare Element ein zwisghenliegendes ist, so folgt, dass @

selbst zwischen s, 4, 7... liege; also ist der vorher ausgesprochene

Sats erwiesen; amch ist klar, dass, wenm einer oder mehrere

Koefficienten null werden, withrend die tibrigem positiv bleiben, g.
- als Gritnzelement erscheint,

§ 111. Beirachte ich nun auf der andern Seite das Produkt
a.f8.y.d..., dessen Ausweichung nach § 109 gleich [af].[fy].
[yd]... ist, und stelle das Awsdehnungsgebilde dar, was diesen
Werth hat, und dadarch entsteht, dass das Element « zuerst die
Strecke [@f] beschreibt, dann jedes so erzeugte Element die Strecke
[Ay], dann jedes die Strecke [yd] beschreibt u. s. w., so ist klar, dass
jodes solche Element (0) aus @ durch eine Aenderung von der Form

p[ef] + al#] + xlrd] +...,
wWo p, ¢, r... simmtlich positiv und kleiner als eins sind, hervor-
gobt, also der Gleichung ‘
[¢a}e=p[af] + q[fr] + r[rd] +--..
geniigt, und dasa jenes Ansdehnungsgebilde ausserdem keine Elemente
enthiilt, indem. die Werthe null und eins fir jene Koefficienten (p,
q, 7,...) Griinzelemente bedingen. Das Eckgebilde zwischen «, £,
¥, ¢,... enthielt die Gesammtheit der Elemente, welcke der Glei-
chung .
G==aa 4 8 4 ¢y + b ...
mit positiven Werthen von agb, ¢, b,..., d. h. welche der Gleichung
[ag] ==b[af] + c[ay] 4 v[ed] +-....
gentigen, wenn b, c, b,... positiv, wud ihre Summe kleiner als eins
ist. Setzen wir hier statt [wy] seinen Werth [af] -} [By], statt
fad} seinen Werth [af] - [S¥] -+ [yd], u. s. w., so erhilt man
fix ein Element. ¢ des Eckgebildes die Gleichung
[¢6]a=|
o (et ) o] (-0 ) (B A (o) [
==ples} + a[fr] 4+ r[rd] ...
mit der Bedingung, dass jedey frithere Koefficieat grdsser als der
folgende, dex erste kleiner als eins, der letmte grosser als null ist,
also mit der Bedingung
1>p>q>r>.... >0
Ea umfaast also. das Eckgebilde nur einen Theil der Elemente, welehe
jomes dem Produkte «.f.y.d... entsprechende Ausdehnunge-
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gebilde enth¥lt, n¥mlich diejenigen, in denen die zuletst hinzuge-
fugte Bedingung erfullt ist. Nun wollen wir jenes Eckgebilde vor-
luufig mit [a, b, c....] beseichnen, indem wir [&f) mit a, {Ay]
mit b, [yd] mit ¢ bezeiehmen u. s. w., und versteken also darunter
die Gepanmintheit der Elemente 6, welche der Gleichung

[@0] =pa -} qb 4 re $:...

1>p>q>r>.....>0
genfigen. Als Griinzelemente erseheinen diejemigen, bei deren
Darstellung in jener Form theilweise Gleichheit jener Grossen
(1, p, q, r,....0) eintritt. Nun leuchtet ein, wie jede andere
Folge von a, b, c,... auch ein anderes Eckgedilde hervorruft, wel-
ches mit dem ersteren kein inneres Element gemeinschaftlich ¥at,
-und wie die Gesammtheit der Elemente, welche @is zu allen mdg-
lichen Folgen von a, b, ¢, ... gehorigen Eckgebilde enthalten, wenn
. man die Grithzelemente immer nur einmal setzt, das dem Produkte
a.b.e... entsprechende Ausdehnungsgebilde selbst darsteftt. In
-der That jedes Element dieses Ausdehnungsgebildes wird, wenn die
Koefficienten p, q, r,... verschieden sind, nur in Einem der Fok-
pebilde, aber auch gewiss in einem, vorkommen; uhd wenn diese
. Koefficienten theilweise gleich sind, so werden es Grinzelements
sein, die also nur einmal gesetst werden soliten. Wir Konnen da-
her, da auch die Eckgebilde kein Element enthalten, welches nicht
in jenem Ausdehnungsgebilde enthalten wire, das letztere alsSumme
simmtlicher Eckgebilde, welche bei allen moglichen Folgen der
Faktoren a, b, c.... eintreten, ansehen.

Nun konnen wir endlich zeigen, dass alle diese Eckgebilde,
als Theile ihres Systems, einander gleich sind. Die Gleichheit
‘zweler ‘T'heile eines Elementatsystems besteht im allgemeinsten
Sinne darin, dass beide von dem in éinfachem Sinne erzéugten
Systeme von Elementen gleiche Gebiete umfassen, n¥mlich so, dass
wechselseitig jedem Elemente des elnen Gebietes ein, aber auch nur
Ein Elemeént des andern entspricht.

Um dies bestimmter zu fassen, nehmen wir an, a, b, e... seien
-entsprechende Aenderungen, d. h. solehe, die aus den entsprechen-
.den Grundinderungen auf dieselbe Weise hervorgegangen seien,
qund durch sie werde das System von & aus erzeugt, und zwar so,

it der Bedingung

.
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dass je zwei Elemente, welche in einer der Richtangen a, b, c...
an einander griinzen, durch die dieser Richtung zugehdrige Grund-
#inderung aus einander erseugt seien. Dann ist klar, wie jedem
Elemente des Eckgebildes (a, b, ¢,) ein, aber auch nur Ein Ele-
ment eines Eckgebildes, in welcher die Strecken a, b, ¢... in
anderer Ordnung vorkommen, entspricht. Denn wenn ¢ ein Ele-
ment. des ersten ist und [@o] als Vielfachensumme von a, b, c...
dargestellt ist, so hat man sogleich das entsprechende Element des
andern, wenn man in jener Vielfachensamme, ohne die Ordnung
der Koefficienten zu #ndern, a, b, c... auf die Ordoung des zwei-
ten Eckgebildes bringt. Folglich sind in der That, wenigstens in
Bezug auf die angenommene Erzeugungsweise des Systems, alle
Jjene Eckgebilde als Elementargrissen einander gleich. Aber schon
aus der Art, wie wir in § 20 die Systeme von den Grundiinderun-
gen unabhiingig gemacht haben, geht hervor, dass dasselbe auch
gelten wird in Bezug auf jede andere einfache Erzeugungsweise des
Systems; also sind jene Eckgebilde an sich gleich. Da sie nun
insgesammt dem Produkte gleich waren, so werden wir sagen kon-
nen, jedes derselben sei gleich dem Produkte dividirt durch eine
Zahl, welche die Anzahl der verschiedenen Folgen ausdrtickt, welche
die n Faktoren a, b, c.... annehmen kénnen; diese Zahl nennen
wir die Qefolgszahl aus n Elementen, und bezeichnen sie, wenn
die Anzahl der Faktoren n ist, mit n!, setzen also das Eckgebilde
seiner Ausdehnung nach gleich
a.bl.:;.... ¥,

wir nennen diesen Werth die Ausdehnung des Produktes . pf.y....,
d. h. die Ausdehnung der Elementargrisse. Es ist also

ndie Ausdehnung einer starren Elementargrisse gleich ihrer

Ausweichung, dividirt durch die zu der Stufenzahl dieser Aus-

weichung gehorige Gefolgszahl.“

Namentlich ist, indem wir voraussetzen, dass zwei Elemente
zwei Folgen zulassen, drei Elemente aber deren 6, die Ausdehnung

#) Dass n!==1.2.3...n sei, lehrt die Kombinationslehre ; wiirden wir

.b.c.....
dies voraussetzen, so wiirden wir den Werth des Eckgebildes erhnlten%——
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einer starren Elementargrosse dritter Stufe die Hulfte ihrer Aus-
weichung, und die Ausdehnung einer starren Elementargrbsse vier-
ter Stufe der sechste Theil ihrer Ausweichung*); und nehmen wir
an, dass Ein Element nur Eine Anordnung zulasse, nkmlich die,
dass es eben gesetzt wird, und wenn kein Element da ist, auch
Eine Anordnung moglich ist, n¥mlich die, dass eben kein Element
gesetzt wird, so folgt, dass fiir Elementargrdssen erster und zwei-
ter Stufe Ausdebnung und Ausweichung einander gleich sind.

§ 112. Fur die Elementargrissen erster Stufe ist die Aus-
weichung oder Ausdehnung eine Zahlengrisse, némlich dieselbe,
die wir oben als ihr Gewicht beseichneten. Es entsteht daher die
Aufgabe fir Elementargrtssen htherer Stufen die entsprechenden
Sutze abzuleiten, die wir fiir Elementargrossen erster Stufe in Be-
zug auf ibr Gewicht aufstellten. Zuniichst ergiebt sich, ,dass,
wenn die Glieder einer Gleichung dasselbe Element a als gemein-
schaftlichen Faktor enthalten, wihrend der andere Faktor eines
jeden Gliedes eine Ausdehnung ist, man jenes Element @ aus allen
Gliedern weglassen kinne,.ohne die Richtigkeit der Gleichung auf-
zuheben. Die Richtigkeit dieses Satzes erhellt, wenn man in der
vorausgesetzten Gleichung Ein Glied auf die linke Seite allein schafft,
und die tbrigen in Ein Glied mit dem Faktor ¢ zusammenfasst,
und also die Gleichung in der Form darstellt

@A=aB 4 C+4...);
da nHimlich nun die linke Seite eine starre Elementargrisse darstellt,
die rechte also gleichfalls, so mtissen die Ausweichungen auf bei-
den Seiten gleich, also
A=B+4C+....

sein. Stellt man dann die Glieder dieser Gleichung wieder in der
urspritnglichen Ordnung her, so hat man die Gleichung, deren
Richtigkeit zu erweisen war. Wir konnen die Summe der Aus-
weichungen mehrerer Glieder, welche alle dasselbe Element ¢ als
Faktor haben, auch dann, wenn diese Summe eine formelle Aus-
dehnungsgrisse darstellt, die Ausweichung ihrer Summe nennen,

*) Diese Resultate entsprechen den Sitzen der Geometrie, dass das
Dreieck die Hilfte ist des Parallelogramms von gleicher Grindseite und Hohe,
und die dreiseitige Pyramide der 6-te Theil des Spathes, dessen Kanten drei
zusammenstossenden Kanten der Pyramide gleich sind.
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und denn den so eben erwiesenen Satz auch so ausdrttoken: ., JIn
siner Gleickkang, deren Giieder ‘dmsselbe Blement ¢ als gemein-
schaftlichen Faktor haben, rann man statt aller Glieder glaichaei-
tig ihre Ausweishungen setzen, ohme .die Richtigkeit der GHeichung
kufsubsben.  Vermittelst dicses Satzes ergiebt sich nun, dass,
wenn man die Glieder irgend einer Gleichwng alle mit demselben
Elemente ¢ wmltiplicirt, und statt jedes so gewennenmen Gliedes
seine Ausweichung setat, die Gleichung eine richtige bleibt. Wir
verstehen nun dem vorigen Kapitel gemiiss water der Abweichung
einer Grése B von einer andern A die Ausweichung des Produktes
AB, wnd haben somit den Satz gewormen, dass man in eimer
Gleiclung statt aller Glieder gleichseitig ihre Abweichungen von
demselben Elemente ¢ setzen darf, oder einfacher ausgedrtiokt,
dass gleiche Elementargrissen auch von demselben Elemente um
Gleiches abweichen. Hierbei ist zu bemerken, wie aus der Defi-
nition sogleich hervorgeht, dass die Abweichung einer Ausdehnung
von einem Elemente stets dieser selbst gleich, also von dem Ele-
mente ghnzlich uwnabhiingig ist. Btellen wir uns nun eine Glei-
chung vor, derem Gliedor theils starre Elementargrossea theils Aus-
debwungen sind, und in welcher jede der ersteren als Prodult
eines Elementes in eine Ausdehnung, also in der Form «.A dar-
gestellt ist: so verwandeM sich durch Multiplikation aller Glieder
mit ¢ jenes Glied in @.@.A oder in @.(&x—¢).A, weil man in
Jedem Faktor eines Husteren Produktes Stticke hingufiigen kann,
welche den andern Faktoren gleichartig sind, und da (« -—g¢) eine
Strecke, also (@ — @) . A eine Ausdehnung ist, so kann man nun den
gemeinschaftlichen Faktor ¢ weglassen, und erhiilt auf diese Weise
die Abweichungsgleichung, welche somit aus der gegebenen da-
durch- hervorgeht, dass man von den Elementen der .starren Ele-
mbhtargrossen therall ¢ subtrahirt, und die Glieder, welche Aus-
dehhungen darstellen, unveriindert lisst. Subtrahirt man nun diese
Gleichung von der gogebenen, so fallen die Ausdehnungsglieder
weg, das Glied @A verwandelt sich in «kA —(e¢—¢).A, d. h. in
@.A; d. h. statt der verschiedenen Elemente, welche mit den Aus-
weichungen multiplicirt waren, tritt tiberall das Element ¢ ein;
dies kann man nun weglassen nach dem vorigen §, und erhiilt so-
mit eine Gleichung, welche aus der gegebenen dadurch hervongeht,
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dass man' die Ausdehnungsglieder wegliisst, statt der tibrigen aber
ibro Ausweichungen setzt. Da nun die Ausweichung einer Summe
van Elementargrossen als die Summe ibrer Ausweichungen definirt
ist, worin zugleich liegt, dass die Ausweichung einer Awsdehnungs-
grisse null ist, s0 kisnnen wir einfacher sagen:
»Gleiche Ellementargrssen haben gleiche Ausweichungen® oder
»Bine Gleichung hleibt richtig, wenn man statt aller Glieder
gleichzeitig ihre Ausweichungen setzt.“
Aus diesem Satze geht, wenn man die Ableitungsweise, durch welche
er sich ergab, umkehrt, der umgekehrte Satz hervor:
»Zwei Elementargrossen, welche gleiche Ausweichungen habén,
und von irgend einem Elemente ¢ um gleiche Grissen ab-
weichen, sind einander gleich' (und weichen auch von jedem
andern Elemente um eine gleiche Grisse ah).“

Nimlich sind-
e Ay t+agAg-...... ~P und
By By 43 By4-...... +Q

wo die griechischen Buchstaben Elemente, die lateinischen Aus-
dehnungsgrissen vorstellen, die beiden Elementargrossen, von denen
wir voraussetzen, dass ihre Ausweichungen gleich sind, d. h.
Ay Ag+....=By+By..... :
ist, und dass ihre Abweichungen von irgend einem Elemente ¢ gleich
sind, d. h.
(21— @) - A+ (23— @) - Ag+-...... +P

By —@) - B+ (fa—e)-Byt--oos +Q

8o erhillt man aus dieser letzten Gleichung, indem msn die Klammern
auflost, und bemerkt, dass nun die Glieder, welche ¢ enthalten, sich
vermige der ersten Gleichung aufheben, die zu erweisende Gleichung

e Ay fag. Agt..... +P

< B .Bi48.Byt..... +Q
Eine specielle Folgerung dieses Satzes ist die, ,dass eine Elementar-

grisse, deren Ausweichung null ist, einer Ausdehnungsgrsse gleich
ist, und von allen Elementen um gleich viel, nikmlich um eben diese
Ausdehnungsgriese sbweicht. Denn wenn die Abweichung jener

Elementargrosse von irgend einem Elemente ¢, welche Abweichung
11

gleich ist

gloich
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immer nach der Definition eine Ausdehnungsgrosse darstellt, gleich
P ist, so muss sie selbst gleich P sein, weil sie mit P gleiche Aus-
weichung nimlich null hat, und heidé von demselben Elemente ¢ um
eine gleiche Grosse abweichen, denn die Abweichung jeder Aus-
dehnungsgrésse von einem beliebigen Elemente ist eben diese
Ausdehnungsgrosse selbst; also erfolgt jene Gleichheit nach dem so
eben erwiesenen Satze, und daraus fliesst dann der andere Theil des
zu erweisenden Satzes unmittelbar. '

§ 113. Wir wenden den Satz des vorigen § noch auf die
Addition einer starren Elementargrisse (@ .A) und einer Ausdehnung
(P) an. Ist A die Ausweichung der ersteren, so muss es auch, da
die Ausweichung einer Ausdehnungsgrésse null ist, die der Summe
sein; soll daher die Summe wiederum eine starre Elementargrosse
gein, so muss sie sich in der Form #.A darstellen lassen, und es
wird dann £.A in der That der Summe gleich sein, wenn beide
gleiche Abweichungen von irgend einem Elemente z. B. von & dar-
bieten ; die Abweichung der Grosse @A von « ist aber null, also hat
man als die einzige Bedingungsgleichung

P=(f—a).A,
d. h.

,die Summe einer starren Elementargrésse und einer Aus-
dehnungsgrosse ist nur dann wieder eine starre Elementar-
grosse, wenn die Ausweichung der ersteren der letzteren unter-
geordnet ist, und zwar ist die Summe dann diejenige Elementar-
grosse, welche mit der ersteren gleiche Ausweichung hat, und
von einem Elemente der ersteren um die letztere abweicht.

§ 114. Nachdem wir nun die Erzeugung der Elementar-
grossen htherer Stufen aus denen der ersten durch Multiplikation
und Addition dargestellt, und ihren Begriff durch Vergleichung mit
den Elementargrossen erster Stufe und mit den Ausdehnungsgrossen
der Anschauung niher gertickt haben, gehen wir jetzt zu den An-
wendungen auf die Geometrie und Mechanik tiber, in welchen jene
Begriffe sich anschaulich abbilden. Was zuerst die Geometrie betrifft,
so ist klar, wie die gerade Linie und die Ebene als Elementarsysteme
gweiter und dritter Stufe erscheinen. Der Raum selbst aber erscheint
als*Blementarsystem ‘vierter Stufe, und erst hierdurch ist der Raum
in seiner wahren Bedeutung dargestellt. Die starre Elementargrosse
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lies sich am einfachsten als Produkt eines Elementes in eine Ans-
dehnungsgrisse darstellen, welche wir die Ausweichung derselben
nannten; und es erschien dieselbe als die an ihr Elementarsystem
gebundene Ausweichung. Betrachten wir zuerst das Produkt (e.p)
eines Punktes (@) in eine Strecke (p), so ist p die Ausweichung
dieses Produktes, die gerade Linie, welche von e in der Richtung
der Strecke p gezogen wird, das Elementarsystem desselben, und
das Produkt erscheint also als eine Strecke, welche einen Theil einer
konstanten geraden Linie ausmacht, und an diese Limie gebunden
bleibt. Wir nennen dies Produkt, da es einen Theil einer geraden
Linie bildet, Liniengrisse, und fahren fort, die Strecke, welche an ihr
erscheint, ihre Ausweichung zu nennen. Eben so stellt sich das
Produkt («.P) eines Punktes (@) in einen Flichenraum von kon-
stanter Richtung als ein Flichenraum dar, welcher in einer konstanten
Ebene liegt, nimlich in der durch jenen Punkt in der Richtung des
Flichenraums gelegten Ebene ; wir nennen jene Griuse, da sie einen
Theil einer konstanten Ebene bildet, Ebenengrisse (vielleicht besser
Plangrésse), und jenen Flichenraum von konstanter Richtung ihre
Ausweichung. Das Produkt endlich eines Punktes in einen Korper-
raum hat fiir die Geometrie, da der Raum ein Elementarsystem vierter
Stufe ist, also jeder Ktrperraum schon an sich an ihn gebunden ist,
keine andere Bedeutung als dieser Kérperraum selbst.

§ 115. Hieraus entwickelt sich nun leicht der Begriff eines
Produktes von mehreren Punkten. Betrachtet man zuerst das Pro-
dukt zweier Punkte o . £ oder @£, so ist das System, an welches es
gebunden ist, die durch beide Punkte gezogene gerade Linie, und da

a.f=c. (f—a) ‘
ist, so ist die Ausweichung dieses Produktes die Abweichung des
zweiten Punktes von dem ersten, d. h. das Produkt zweier Punkte
ist eine Liniengrdese, deren Linie durch jeme beiden Punkte geht,
und deren Ausweichung die von dem ersten an den zweiten gefilhrte
Strecke ist. — Das Produkt - dreier Punkte «.f.y erscheint als
Plangrisse, deren Ebene durch jene 3 Punkte geht; und da
a.f.y=a.(f—a).(y—a)=c.[af].[ay]

ist, so ist die Ausweichung derselben der Flichenraum eines Parallelo-
gramms, was die Abweichungen der beiden letzten Punkte von dem

ersten zu Seiten hat. Anch kénnen wir, da
11*
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{orr) == () +- (B i,
[a8). [ey] = [«8] . [61]
peisen ; alo iat die Ausweichung das Produkt der stetig awf einander
falgendon Strecken, welehe die Punkte in der Reihenfolge, in welcher
gie in dem Produkte aufireten, verbindem. Das Produkt von vier
Punkten «.f.y.d erscheint als ein Korperraum, und zwar ist die
Answeichung desselben, da
a.ﬂ.r.J-g-a.(ﬂ-a).(y—a).(&——a)sa.[aﬂ].[ar] . ad)
ist, gleich dem Kirperrsum eines Spashes, welches die Abweichungen
der 8 letaten Punkte von dem ersten (in der gehtrigen Reihenfolge
genommen) su Seiten hat; oder da
[ar] =[ap]+[A7]
[@d] == [af] 4 (8] +[rd]
ist, so ist auch, wenn man die den ibrigen Faktoren gleichartige
Stticke wegliisat,
[@B]. [ay] . [@] = [af] . [B7] - ¥], 4. b.
die Ausweichung des Produktes von vier Punkten istgleich dem Produkte
der stetig auf einander folgenden Strecken, welche jene Punkte in der
Reihenfolge, in welcher sie in jemem Produkte vorkommen, verbinden.
Hierbei braucht man nicht hinsuzuftigen, dass diese Grdsse als an den
Raum gebunden zu betrachten ist, weil alle ritumlichen Grissen an ihn
gebunden sind. Das Produkt ven mehr als vier Punkten wird, da der
Raum nar ein Elementarsystem vierter Stufe ist, stets null sein miissen.
Sind die zu multiplicirenden Punkte noch mit Giewichten bebaftet, so
hat man nur das Produkt der einfachen Punkte noch mit dem Pro-
dukts der Gewichte gu multipliciren, wodurch sich nur die Aus-
weichung #ndert. Viel einfacher gestaltet sich alles, wenn wir die
Awsdebnung batrachten. Nach der Definition der inneren oder
swischen lisgenden Elemente, deren Gesammtheit die Ausdehnung
Qarstellt, ist die Ausdehnung des Produkies «.#.y gleich dem
Fliichenraum des Dreiecks, welches. @, 8, y zu Ecken bat, und die
des Produktes «.f.y.d gleich dem Kérperraum der. Pyramide,
- welche @, 8, y, d vu Ecken hat; und zugleich liegt in dem Satse,
dass die Ausdehnung einer reinen, Elementargroese gleich ihrer Aus-
weichung dividirt durch die su der Stefensahl dieser Ausweichung
gehdrige Gefolgenahl ist, dass das Dreieck die Hilfte des Parallelo-
gramms , und die dreiseitige Pyramide der 6te Theil des Spathes iat,
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dessen Kanten mit dreien der Pyramide parallel sind. — Hierdurch
ist also der Begriff eines Produktes von mehreren Elementargréssen
erster Stufe fiir den Raum bestimmt; und wir sind dabei nur za swel
neuen Grossen, ndmlich der Liniengrtsse und der Plangrdsse gelangt.
Anch erhellt, wie das Produkt einer Liniengrtsse in einen Punkt
(oder eine Elementargrosse erster Stufe) allemal eine Plangrtsee, das
Produkt szweier Liniengrossen und das eines Punktes in eine Plan-
grese allemal einen Korperraum liefert, dass diese Produkte aber
null werden, wenn die Stufenzahlen der Faktoren zusammengenom-
men grosser sind, als die des Elementarsystemes, in welchem sie liggen
also 2. B. das Produkt zweier Liniengrossen null wird, wenn sie in
derselben Ebene liegen. Also auch hierdarch gelangen wir zu keinen
andern Grissen, als zu den beiden oben genannten. Hingegen ge-
langen wir durch die Addition der Liniengrtssen zu einer eigenthtim-
lichen Summengrisse, welche besonders fiir die Statik von entschiedener
Wichtigkeitist. Wir zeigten oben (Kapitel ITI. des ersten Abschnittes),
dass die Summe zweier Produkte n-ter Stufe nur dann wieder als ein
Produkt n-ter Stufe erscheint, wenn jene beiden Produkte demselben
8ysteme (n-}- 1)ter Stufe angehtren, hingegen eine formelle Summe,
die wir Summengrésse nannten, liefert, wenn sie nur darch ¢in noch
hoheres System umfasst werden konsten. Der letstere Fall kann
fiir den Raum, welcher als Elementarsystem vierter Stufe erseheint,
nur eintreten, wenn Elementargrtesen zweiter Stufe, d. h. Liniengrdssea
addirt werden sollen, und diese nicht in Einer Ebene liegen. Die nithere
Ertrterung dieses Falles behalte ich der Anwendung anf die Statik vor,
in welcher diese Summengrisse eine selbststiindige Bedeutung gewinnt.

§ 116. TUnter den sahlreichen Anwendungen, welche die
Methode unserer Analyse auf die Geometrie verstattet, hebe ich hier
nur diejenigen hervor, welche mir am geeignetsten erscheinen, wm
day Wesen jener Methode in ein helleres Licht zu setzen. Um die
Bezichung zu der somst tblicheh Koordimatenbestimmung hervor-
treten zu lassen, will ich zuerst den Begriff der Richtsysteme auf die
Auffassung des Raumes als eines KFlementarsystemes tibertragen.
Wir hatten iin filnften Kapitel des ersten Abschnittes den Begriff
eines Richtsystemes fir Ausdehnungsprissen aufgestellt, und demniichst
fir Elementargrssen festgesetzt, dass alle Definitionen, welché wir
fir Ausdehtrangsgrissen aunfgestellt hatten, auch aunf jene #bertragen
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werden sollen. Wihrend dort als Grundmasse Ausdehnungsgrissen
erster Stufe auftraten, so werden hier Elementargrissen erster Stufe
als Grundmasse auftreten, und dadurch ist dann die Bedeutung aller
dort in § 87 und 88 aufgestellten Begriffe such fiir Elementargrossen
bestimmt, namentlich sind die Definitionen von Richtmassen, Richt-
gebieten , Richtstiicken , Zeigern hier genau dieselben wie dort; nur
die Richtgebiete erster Stufe, welche wir dort Richtaxen nannten, wer-
den wir hier Richtelemente nennen mtissen. Dabei will ich dann nur
noch bemerken, dass, da auch die Strecken als Elementargrissen erster
Stufe aufgefasst werden kinnen, unter den Grundmassen beliebig viele
als Strecken auftreten kénnen, und nur wenn alle Grundmasse Strecken
werden, erhalten wir das Richtsystem fiir Ausdehnungsgrossen. Das-
jenige Richtsystem, was diesem am nichsten steht, und dennoch zar
Darstellung und Bestimmung der Elementargréssen hinreicht, ist das-
jenige, in welchem Ein Grundmass ein Element ist, alle ibrigen aber
Strecken darstellen, ein Richtsystem, was seiner Einfachheit wegen
besondere Auszeichnung verdient.

§ 117. Wenden wir dies nun auf die Geometrie an, so er-
scheinen fur den Raum als ein Elementarsystem vierter Stufe vier
von einander unabhiingige Elementargrssen erster Stufe als Grund-
masse, welche zur Bestimmung hinreichen. Die Bedingung, dass sie
von einander unabhiingig sein sollen, sagt nur aus, dass sie nicht in
Einer Ebene liegen dtirfen, und wenigstens eins von ihnen eine starre
Elementargrisse sein muss (withrend von den iibrigen beliebige auch
Strecken sein diirfen). Nehmen wir vier starre Elementargrossen
(d. h. vielfache Elemente) als Grundmasse an, so haben wir die von
Mobius in seinem barycentrischen Kalkill zu Grunde gelegte Art der
Koordinatenbestimmung, welche mit der von Plticker in seinem
System der analytischen Geometrie dargestellten ihrem Wesen nach
gusammenfillt. Als Richtgebiete zweiter Stufe erscheinen hier 6
gerade Linien, welche je zwei der Richtelemente verbinden, und als
Kanten einer Pyramide erscheinen, welche jene Richtelemente zu
Ecken hat, als Richtgebiete dritter Stufe vier Ebenen, welche durch je 3
der Richtelemente gelegt sind und als Seitenfliichen jener Pyramide
erscheinen ; und die Richtmasse zweiter und dritter Stufe stellen Theile
jener Linien und Ebenen dar; das Richtmass vierter Stufe, welches
hier das Hauptmass ist, stellt einen Kérperraum dar. Jede Elementar-
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grisse erster Stufe, mag sie nun eine starre Elementargrisse oder
eine Strecke sein, kann im Raume als Vielfachensumme der vier
Grundmasse dargestellt werden, jede Elementargrosse zweiter Stufe,
mag sie nun eine Liniengrisse oder ein Flichenraum von konstanter
Richtung, oder eine Summengrisse sein, kann als Summe von 6
Liniengriossen dargestellt werden, welche den oben erwihnten 6
Linien angehtren, kurz jede Grisse kann als Vielfachensumme der
Richtmasse gleicher Stufe, oder als Summe von Stticken, welche den
Richtgebieten gleicher Stufe angehtren, dargestellt werden. Diese -
Richtsysteme, deren Grundmasse starre Elementargréssen, d. b. viel-
fache Punkte sind, nennen wir mit Mubius barycentrische. Die
einfachste Art der barycentrischen Richtsysteme ist die, bei welcher
die Grundmasse blosse Punkte darstellen. Aber die barycentrischen
Richtsysteme selbst erscheinen nur als eine hesondere obwohl am
weitesten reichende Art der allgemeinen Richtsysteme, welche aus
vier beliebigen Elementargréssen erster Stufe bestehen. Denn wir
zeigten, dass sich beliebig viele derselben bis auf eine in Strecken
verwandeln konnen, und erhalten so ausser dem genamnten noch
solche Richtsysteme, in welchen die Richtgebiete erster Stufe, theils
Richtelemente, theils Richtaxen (konstante Richtungen) sind.

Unter diesen heben wir besonders diejenige Art der Richt-
systeme hervor, welche ein Element und drei Strecken zu Grund-
massen haben. Als Richtmasse zweiter Stufe treten hier auf eines-
theils drei Liniengrssen, deren Linien durch das Richtelement gehen,
und deren Ausweichungen die 3 andern Grundmasse sind ; andern-
theils drei Flichenriume von konstanter Richtung, welche durch die
drei zwischen jenen 3 Strecken moglichen Spathecke (Paralleto-
gramme) dargestellt werden; als Richtmasse dritter Stufe erscheinen
einestheils Plangrissen, deren Ebenen durch das Richtelement gehen
und deren Ausweichungen die Fléchenrume jener 3 Spathecke sind,
anderntheils ein als Ausdehnungsgrisse aufgefasster Korperraum,
welcher durch das aus jenen Strecken konstruirbare Spath dargestellt
ist. Als Hauptmass endlich erscheint derselbe Korperraum aufgefasst
als Elementarggosse vierter Stufe. Die Systeme, welchen diese
Richtmasse angehtren, bilden dann die zugehdrigen Richtgebiete.

Die Richtstticke eines Punktes in Bezug auf ein solches Richt-
system sind nun einestheils das Richtelement, anderntheils drei
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Strecken, welehe den 3 Richtaxen parallel sind, und als Summe von
solchen vier Richtsticken wird jeder Punkt im Raume dargestelft
werden komen; die Abweichung eines Punktes im Raume vom
Richtelemente wird daher nach diesem Richtsysteme durch Rieht-
stitcke ven konstanter Richtung (durch Parallelkoordinaten) bestitnmt,
also gunz auf dieselbe Weise wie elne Ausdehnung tiberhaupt durch
Richtsysteme, welche zur Bestimmung von Ausdehnungen dienen,
bestimmt wird. '

§118. Indem wir nun alle diese Richtsysteme als besondere Arten
eines allgemeinen Richtsystems, dessen vier Grundmasse Elementar-
grossen sind, darstellen : so haben wir damit einestheils die allgemeinste
Koordinatenbestimmung gefunden, bei welcher die Ebene noch als
Punktgebilde erster Ordnung erscheint, andererseits sind wir dadurch
in den Stand gesetzt, das Verfahren, durch welches wir von einer
Koordinatenbestimmung zu einer andern derselben Art tibergehen
konnten, und welches wir in § 92 filr Parallelkoordinaten darstellten,
nicht nur euf jede Art der Richtsysteme anzuwenden, sondern auch
es da eintreten zu lassen, wo aus einer Art der Koordinatenbestimmung
gur andern fibergegangen: werden soll, sobald beide nur jemer von
uns dargestellten allgemeineren Gattung angehtren. Namentlich
konnen wir danach unmittelbar die barycentrischen Gleichungen in
Gleichungen zwischen Parallelkoordinaten umwandeln und umgekehrt,
ohne dass wir noch irgend einer besonderen Vorschrift bediirften. —
Indem wir run ferner den Begriff der Richtstiicke (Koordinaten) in
einem allgemeineren Sinne auffassten, sofern wir auch Richtstiicke
htherer Qrdnung annahmen, so reicht dieselbe allgemeine Art der
Richtsysteme auch aus, um Elementargréssen hoherer Stufen, nament-
lich um Liniengrtseen und Ebenengrossen zu bestinmen. Ehe wir
dje Bedeutung dieser Bestimmungen durchgehen, haben wir auf einen
Unterschied zwischen der von uns angegebenen Bestimmungsweise
und der sonst tiblichen aufmerksam zu machen und zu zeigen, wie
dieser Unterschied ausgeglichen werden ktnne. Numlich wir sind
itberall za der Bestimmung von Elementargrossen, d. h. von Punkten
mit zugehdrigen Gewichten, von Liniengrdssen und Ebenengréssen
gelangt. Bei der Bestimmung durch Koordinaten kommt es aber
nur auf die Besttmmung der Punkte, Linien und Ebenen ihrer Lage
na¢h an, wmd dadurch erhalten wir bei unserer Betrachtungsweise
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stote eih Richtstlak oder einen-Zeigér mehr, als es bei joner Be-
stimtvang der Lage erforderlich ist. Dieser Unterselied l#ast sich
auf der Stelle ausgleichen, indem man bedenkt, dass wenn alle Richt-
stiicke oder Zeiger einer Grosse mit derselben Zahlengrsse wultipli-
cirt oder dividirt werden, dadurch die Lage (das Elementarsystem)
derselben nicht geindert wird. Man erh#lt also sogleich die Anzahl
der Zeiger um eins vermindert, wenn man die Richtstiicke (oder die
Zeiger) mit einem der Zeiger jedesmal dividirt, und dadurch einen
der Zeiger jedesmal auf eins bringt. Die so gewonnenen Zeiger
gentigen dann jedesmal zur Bestimmung der Lage. Indem wir nmn
auf solche Weise z. B. die Lage einer Ebene durch ihre Zeiger be-
stimmen, und zwischen den als verlinderlich genommenen Zeigetn
eine Gleichung m-ten Grades aufstellen; so wird dadurch eiue
unendliche Menge von Ebenen bedingt, deren Zeiger jener Gleichumg
gentigen; und von allen diesen Ebenen wird eine Oberfliche umh#llt
weérden, von welcher ich spiterhin zeigen werde, dass sie dieselbe sef,
welche man als Oberfliche m-ter Klasse bezeichnet hat. Eben so
fuhrt die Bestimmung der geraden Linie durch ihre Zeiger su eigen-
thiimlichen bisher nicht beachteten Gebilden, welche ich zuerst ge-
legentlieh in einer Abhandlung im Crelle’schen Journal der Be-
trachtung unterworfen habe. *) **) Da die weitere Erorterung dieses
Gegenstandes die Schranken dieses Werkes iiberschrsiten wiirde, so
will fch mich damit begniigen, hier noch die Gleichung fir die
gerade Linie und die Ebene, wie sie sich durch unsere Wissenschaft
ergiebt, aufzustellen, und mit den sonst bekannten Gleichungen fir
dieselben in Beziehung zu setzen. -

§ 119. Die aligemeinste Aufgabe, die man sich hier stellen
kann, ist die, die Gleichung eier Ebene, welcke durch drei beliebige
gegebene Punkte geht, oder die Gleichung éiner Linie, welcke duvch
gwei beliebige gegebene Punkte geht, aufrustellen. Es seien die ge-
gebenen Punkte im ersten Falle @, £, y, im zweiten Falle e, #, der
vertinderliche Punkt, weleher als Punkt jener Ebene oder dieser

*) Crelle, Journal fiir die reine upd angewandte Mathematik B. XXIV,

*) Diese Gebilde sind besonders seit Pliicker’s letstem Werke ,Neue
Geometrie des Raumes 1868“ vielfach von den ausgezeichnetsten Mathe-
matikern Bearbeitet wordeh wad bilden den Hawpigegenstand der heutigen
Liniengeometrie. (1877.)
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" Linie durch eine Gleichung zwischen ihm und den gegebenen Punkten
bestimmt werden soll, sei ¢, so hat man sogleich aus dem Begriffe
eines Elementarsystems zweiter und dritter Stufe fiir den ersten Fall
die Gleichung
-e.f.y.0=0,
fiir den zweiten
a.f.6=0,
und durch diese Formeln, welche den gréssten Grad der Einfach-
heit besitzen, ist die Aufgabe im allgemeinsten Sinne gelsst. Will
man dann aus Vorliebe ftr die gewdhnliche Koordinatenbehandlung
oder aus einem andern Grunde die entsprechenden Koordinaten-
gleichungen aufstellen, so kann man, wenn man nur die Mihe des
Niederschreibens dieser langgestreckten Formeln nicht scheut, die-
selben unmittelbar aus jener einfachen Gleichung ableiten. Will
man z. B. die Gleichung in Parallelkoordinaten darstellen, so hat
man sich nur des am Schlusse des § 117 erwihnten Richtsystems
zu bedienen. Bei diesem Richtsysteme wird jeder Punkt als Summe
des Richtelements ¢ und einer Strecke dargestellt. KEs sei
a'=?+Pl7ﬂ=e+P!77=e+P!rd=e+P’
so hat man durch Substitution dieser Ausdrucke in dxe Gleichung
der Ebene
(e+ps)-(e+ps)-(e+ps)-(0+p) =0,
‘oder, indem man die Klammern auflist, und die Produkte, welche
null werden¥), weglHsst,
¢-Pa-PsP +-P1-@-Ps-P+Pi-Pr-0-BFPr-Pa-r-0=0,
oder, indem man mit gehdriger Beobachtung des Vorzeichens @ tiber-
all auf die erste Stelle bringt, und es dann nach § 112 weglisst,
(Pa-Ps-~+Ps-P1t+-Ps-Pa)-P=P1-Ps-Ps-
Um nun diese Gleichung in die Koordinaten-Gleichung zu verwan-
deln, hat man nach § 89 nur statt jeder Strecke die Summe ihrer
Richtstticke zu setzen, es sei
p=x-+y+z
P=x1+y1+%

u 8. w.,
Wwo X, ¥,  ete. die Richtstiicke darstellen, so hat man nun

¥) Das sind niémlich alle die, welche ¢ Ofter als einmal als Faktor ent-
halten und das Produkt p, pspsp.
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(@ tyatz) -ty +7)  (x+y+2)
+@+y+m) 1+ y1+2) . (x+y+2)
+ x5 +2) - (xa 4 Y3 -2) . (x 7 4-2) =

(x4 y1+2) . (xa+ya +20) - (s 75 -+ ).
Nun hat man nur die Klammern aufzulésen, indem man beachtet,

dass die 'mit gleichen Buchstaben bezeichneten Richtstiicke parallel
sind, und somit aus jedem Gliede nur sechs geltende Produkte zu je
drei Faktoren hervorgehen, und hat dann die Faktoren der so ent-
stehenden 24 Produkte mit Beobachtung der Zeichen so zu ordnen,
dass die Buchstaben in' jedem Produkte auf dieselbe Weise auf -ein-
ander folgen, und erhilt dann eine Gleichung, in welcher man statt
der Richtstiicke die Zeiger setzen und sie dadurch zu einer arithme-
tischen Gleichung machen kann, in welcher wiederum die Ordnung
der Faktoren gleichgiiltig ist. Die Gleichung, welche man auf diese
‘Weise gewinnt, ist, wenn man unter x, y, z etc. jetzt die Zeiger ver-
steht ; folgende : :

(azs —ysZa+Ys 21 — V1% Y12 —Ya %) X

+ (2333 — 2y Xp 23 Xy — 2y Xy 2 Xg— 29 Xy) ¥

+(xsys —xsya+Xs y1— %1 Yo+ X172 — X3 1) 2

== X Y3% — X; ¥3 % |~ X3 Y1 % — X3 Y2 % - X3 ¥a %1 — X3 Y1 %.

Diese Gleichung, welche sich durch die gewthnliche Analyse
nicht auf eine einfachere Form .reduciren l#sst, sagt, so weitlduftig
sie auch erscheint, dennoch nichts weiter aus, als jene urspriingliche
Gleichung

a.f.y.0=0,
und enthilt die kiirzeste Losung des obigen Problems, welche auf
dem Wege der Koordinaten moglich ist. Man sieht hier in einem
recht schlagenden Beispiel den Vortheil unserer Methode, und die
Formelverwickelungen, in die man hineingeriith, sobald man diese
Methode aufgiebt.

§ 120. Indem ich die Darstellung der geometrischen Abschat-
tung und Projektion, wie auch der verschiedenen Verwandtschafts-
systeme einem spiteren Kapitel*), in welchem diese Begriffe in einem
noch grisseren Umfange ans Licht treten werden, vorbehalte, so
schreite ich nun zu den Anwendungen auf die Statik. Der Begriff

.

%) Kap. IV dieses Abschnittes.



172 Multiplikation der Elementargrissen. 8120

des Momentes tritt zuerst hier in stiner ganven Einfachheit auf, wie
auch der Begriff der Kraft erst hier eine Darstellung findet, indem
wir die Kraft als Liniengrssse, alo als Elementargrdasse zweiter Stufe
auffassen. Unter dem Moment einer Kraft af in Bezug auf einem
Punkt ¢ verstanden wir oben das Produkt

[ee] . [2F] oder (a—g).(B—a);
multipliciren wir diesen Werth noch mit dem Elements ¢, s0 érscheint
das Moment als Ausweichung der so entstehenden Elemeniargriase
@.(¢—¢@).(f—a); diese ist aber nach dem bekanntén Gesetz der
#usgseren Multiplikation gleich

e.x.p,

somit kénnen wir das Moment in Bezug auf einen Punkt definiren
als Ausweichung eines Produkts, dessen erster Faktor der Beziehungs-
punkt und dessen zweiter Faktor die Kraft ist, oder als Abweichung
der Kraft von dem Bezichungspunkte. Da nun jede Gleichung
zwischen den Elementargrossen auch zwischen ihren Ausweichungen
besteht, so wird auch jede Gleichung, welche zwischen jenen Produk-
ten stattfindet, zwischen ihren Momenten gleichfalls stattfinden, obwohl
nicht umgekehrt.

Man konnte daher selbst zweifelhaft sein, ob man nicht lieber
jenes Produkt des Beziehungspunkies in die Kraft als Moment
definiren, und was wir bisher als Moment fixirten, nur als Auswei-
chung jener Grosse darstellen soll. — Doch behalten wir den fest-
gestellten Begriff bei. Unter dem Moment einer Kraft f in Bezug
auf eine Axe @0 verstanden wir oben (§ 41) das Produkt

lec]. [ge]. [«f] oder (s—¢).. (2 —0) . (B— ).
Multipliciren wir dasselbe mit @, so erhalten wir das Produkt

e.¢.a.8,
dessen Atsweichung eben jemes Moment ist. Also erscheint das
Moment einet Kraft in Bezug auf eine Axe als Ausweichung eines
Produktes, dessen erster Faktor die Axe und dessen zweiter Faktor
die Kraft ist, oder, einfacher ausgedriickt, als Abweichung der Kraft
voa @er Axe. Da tibrigens eine Gleichung zwischen Blementar-
grossen vierter Stufe im Raume als einem Elementarsystem vierter
Stufe keine andere Bedeutung hat, als die Gleichung zwisthen ihren
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Augweichungen, so kann man des Moment in Besug auf eine Axe
auch direkt als Produkt dieser Axe in dia Kraft auffassen. *)

§ 121. KEs bietet sich auf diesem Punkte der Entwickelung
eine Methode dar, durch welche wir alla Gesetze fiir das Gleichge-
wicht fester Kirper obne Voraussetaung aller frilher bewiesenen
Siitze der Statik auf die einfachste Weise ableiten ktnnem. Wir
bediirfen dazan nur einestheils des Grundsatses, ,dass 3 Krifie
welche auf einen Punkt wirken, dann und nur dann im Gleichge-
wicht sind, wenn ihre Summe null ist,* oder, indem wir zwei
Krifte oder Kraftsysteme einander gleichwirkend nennen, wenn sie
dureh dieselben Krifte aufgehoben werdemn kbnnen, ,dass zwei
Kriifte, die auf einen Punkt wirken, der auf denselben Punkt wir-
kenden Summe beider Krifte gleichwirkend sind,“ anderntheils,
ndass zwei Kriifte, welche auf einen festen Kirper wirken, damn
und por dann im Gleichgewichta sind, wenn sie in derselben geraden
Linie. wirken uad einander entgegengesetzt gleich sind.“  Hier-
aus folgt segleich, wenn wir den so eben anfgestellten Begriff dea
(Gleichwirkens festhalten, ,dass zwei Krifte, welche auf einen festen
Kérper wirken, dann und nur dann einander gleichwirkend sind,
wenn sie in derselben Linie wirken und einander gleich sind“ oder
einfacher ausgedriickt, ,wenn sie als Liniengrissen einander gleich
sind,“ Betrachten wir daher die Kriifte, welche anf feste Ktrper
wirken, als Liniengrossen, so zeigt sich sogleich, wie zwei Kriifte,
deren Wirkungslinien sich schneiden, ihrer Summe gleichwirkend
seien; denn ist & dieser Durchschnittspunkt, so werden sich beide
Kriifte als Liniengrissen darstellen lassen, deren erster Faktor «
ist, sind dann @.p und @.q, wo p und q Strecken bedeuten, diese
Krifte, so sind sie nach der ersten Veraussetzung gleichwirkend mit
a.(p -} q) oder mit @.p 4 a.q, d. h. sie sind dexr Summe der

%) Da der Name (statischos) Moment jeist iberfitissig erscheint, indem
er duneh. don Namen der Abweichung vollkommen ewsetst wird, und sick
dieser sogar noch leichter handhaben liast, so whre es gewiss aweckmilsuig,
wenn man den Namen Moment nur in dem Sinne gebrauchte, in welchem
ihn z. B. La Grange in seiner mécanique analytique iiberall gebraucht, wo
er von dem Moment ohne weitere Bestimmung redet, und wenn man das so-
genannte statische Moment eben als Abweichung beseichnete. Doch habe
ich dies nicht ohne weiteres einfiihxen wollen.
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Kritfte gleichwirkend, auch wenn die Kriifte als Liniengrssen auf-
gefasst werden. Sind die Krifte parallel, z. B. die eine gleich & . p,
die andere gleich mg.p, wo p wiederum eine Strecke bedeutet, so
kénnen wir die beiden gleichwirkende Kraft nach demselben Prin-
cip nicht unmittelbar finden; nehmen wir daher zwei sich einander
aufhebende Kriifte zu Hiilfe, nimlich . mf und mg8.«?*), so sind
jene beiden Krifte gleichwirkend den vier Kriften

a.p, ¢.mf, mf.a, mf.p,
von denen die beiden ersten, ‘da sie auf denselben Punkt wirken,

ihrer Summe gleichwirkend sein werden, und eben so die beiden
letzten, und wir erhalten somit die beiden Krifte

a.(p + mp), mf.(« - p)
als den gegebenen Kriiften gleichwirkend. Diese beiden Produkte
konnen wir, indem wir zu dem zweiten Faktor den ersten hinzu-
addiren, wodurch nach den Gesetzen der #usseren Multiplikation
der Werth des Produktes nicht gedndert wird, auf einen gemein-
schaftlichen Faktor bringen; ni#mlich es werden dann jene Kriifte
. gleich

.(« + mf+ p), mf. (e + mf + p).
‘Wenn nun m nicht gleich —1 ist, so stellt der zweite Faktor einen
vielfachen Punkt dar (mit dem Gewichte 1-}-m), beide Kriifte wir-
ken dann auf einen Punkt, und sind somit ihrer Summe gleichwir-
kend ; diese Summe ist

(¢ + mf).(a + mpf + p),
d. h. sie ist gleich

(¢ 4 mf).p.
Und so sind also die beiden Kriifte «.p und mg.p, wenn nicht m
gleich —1, d. h. wenn nicht die Summe ihrer Ausweichungen null
ist, Einer Kraft (¢ 4 mf).p. d. h. ihrer Summe gleichwirkend. Da
nun die Wirkungslinien sweier Krifte, die in Einer Ebene liegen,
sich entweder schneiden oder parallel laufen, so folgt tiberhaupt,
dass zwei Krifte, welche in Einer Ebene liegen, jedesmal, wenn
ihre Ausweichungen nicht zur Summe null geben, Einer Kraft

*) Beide heben einander auf, weil ¢ .mg == —m§g. « ist.
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gleichwirkend sind, welche die Summe jener Kriifte ist. Betrach-
ten wir nun noch den Fall, den wir bisher ausschlossen, dass n#m-
lich die Ausweichungen beider Krifte zusammen null, d. h. beide
Kriifte als Strecken betrachtet, entgegengesetzt gleich sind, so leuch-
tet ein, dass beide dann aber auch nur dann im Gleichgewicht sind,
wenn sie in derselben Richtungslinie liegen, d. h. die Summe der
Kriifte selbst null ist. In diesem besonderen Falle kdnnen wir also
auch noch sagen, dass beide Krifte ihrer Summe gleichwirkend
sind. Es bleibt daher nur der Fall noch zu untersuchen, wo beide
Kriifte als Strecken zur Summe null geben, als Liniengréssen aber
nieht. In diesem Falle nun ist nach der zweiten Voraussetzung nicht
Gleichgewicht vorhanden; aber wir kénnen auch leicht zeigen, dass
es dann keine geltende Kraft gebe, welche jenen beiden Kiriiften das’
Gleichgewicht halte. Denn aus den beiden Voraussetzungen, die
wir zu Anfang dieses § aufstellten, geht hervor, dass die Auswei-
chung der Gesammtkraft stets die Summe ist aus den Ausweichun-
gen der einzelnen Kriifte. Also miisste hier die Ausweichung der
fraglichen Kraft null sein; d. h. diese Kraft selbst miisste null sein
und die gegebenen Krifte schon im Gleichgewichte stehen, was
wider die Annahme ist. Somit haben wir in der That gezeigt, dass
2 Kriifte, welche in parallelen, von einander getrennten Linien wirken,
und als Strecken entgegengesetzt gleich sind, auf keine ihnen gleich-
wirkende einzelne Kraft zurtickgefithrt werden kénnen. Dieser Fall
ist aber derselbe, in welchem die Krifte keine Liniengrisse als
Summe darbieten, sondern eine Ausdehnung zweiter Stufe, in der
That ist ap— Bp gleich (¢ — B8)p, was eine Ausdehnung zweiter
Stufe darstellt. Um die Bedeutung dieses Falles fiir die Statik
nither in's Auge zu fassen, bemerken wir, dass das Gesammtmoment ,
zweier solcher Kriifte in Bezug auf alle Punkte im Raume, d. h.
die Gesammtabweichung derselben von allen Punkten eine kon-
stante Grosse ist. In der That, da die gesammte Abweichung
gleich der Abweichung der Summe ist, die Summe aber hier eine
Ausdehnung zweiter Stufe ist, und die Abweichung einer Ausdeh-
nung immer dieser selbst gleich ist, so folgt, dass die Gesammt-
abweichung jener beiden Krifte von jedem beliebigen Punkte, der
Summe dieser beiden Krifte selbst gleich ist, also kenstant bleibt,
sobald diese Summe es bleibt. Wir sagen daher, es seien beide
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Kriifte diesem Moment, welches durch ihre Summe dargestellt wird,

gleichwirkend ¥). Somit knnen wir nun den Satx aufstellen:
nZwei oder mehrere Kriifte, welche in Einer Ebene wirken,
sind ihrer Summe gleichwirkend.“ )

Nimlich von zwei Kriiften lisst sich dies sogleich auf beliebig viele

ibertragen. ’

§ 122. Gehen wir zur Betrachtung der Krifte im Raume
iiber, so haben wir daran zu erinnern, dass die Addition von Krif-
ten als Elementargrssen zweiter Stufe nur dann eine reale Bedeu-
tung hat, wenn dieselben in Einer Ebene als einem Systeme dritter
Stufe liegen, hingegen eine bloss formelle Bedeutung gewinnt, wenn
dies nicht der Fall ist. Vermbge dieser formellen Bedeutung wur-
den zwei solche Summen einander gleich gesetzt, wenn sie durch
Anwendung der realen Addition und der allgemeinen additiven Ver-
kniipfungsgesetze sich auf denselben Ausdruek zurtickfithren lassen.
Betrachten wir nun zwei solche Summen von Kriften im Raume,
welche sich auf diese Weise auf denselben Ausdruck zuriickfithren
lassen, und bedenken, dass bei der realen Addition, weil dabei die
Kuiifte in Einer Ebene liegen, die Summe der Kriifte jedesmal der
Gesammtheit der einzelnen Kriifte, welche ihre Sticke bilden, gleich-
wirkend sei: so folgt, dass bei jener Umwandlung der formellen
Summe in eine ihr gleiche, jedesmal die Kriifte, welche diese
Summe bilden, einander gleichwirkend bleiben, also ,dass zwei
Vereine von Kréften, welche gleiche Summe darbieten, allemal ein-
ander gleichwirkend sind“, also auch, ,dass eine Reihe von Krif-
ten, deren Summe null ist, im Gleichgewicht ist“. Nun konnen
wir ferner jede Summe von Kriiften auf Eine Kraft, deren Angriffs-
~ punkt willkithrlich ist, und Ein Moment, oder auch auf zwei Krifte

zurtickftibren; in der That setzen wir die Summe mebrerer Kriifte
gleich
ap + M,
wo a ein Element, p eine Strecke, a«p also eine Kraft, M aber eine

*¥) Es ist dies also als eine Erweiterung des Begriffs des Gleichwirkens
anzusehen, indem das Moment selbst als eine eigenthiimliche Kraftgrosse
sufgefasst ist, welche mit andern Krkften zusammenwirken kann; dadurch
ist die in der Btatik so wichtige Theorie der Kriiftepaare in ihrem wahren
Gesichtspunkte aufgefasst.
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Ausdehnung zweiter Stufe, also ein Moment darstellt: so werden’
nach den oben dargesteliten Sitzen beide Ausdriicke dann und nuz.
dann gleich sein, wenn sie gleiche Ausweichung und von irgend
einem Elemente z. B. a gleiche Abweichung haben; es muss also
dann p gleich der Summe aller Ausweichungen, welche die einzel-
nen Kriifte darbieten, und M gleich der Summe aller Abweichun-
gen von dem Elements « sein; da aber beide Summen stets real.
sind, die erste als Smmme von Strecken, die letzte als Summe von
Ausdehnungsgrissen zweiter Stufe in einem Systeme dritter Stufe, so
lisst sich jene Reihe von Kriiften allemal auf die angegebene Form
bringen, und zwar ist @ willkiihrlich, dann aber p und M bestimmt.
Kann man nun jene Kraftsumme auf den Ausdruck ap - M brin-
gen, so kann man sie auch auf die Summe zweier Kriifte bringen;
ist z. B. M gleich rs, so kann man von dem Gliede ap das Glied
as subtrahiren und dasselbe Glied zu M addlren ohne den Werth
der Summe zu #ndern, und erhilt so
w.p+ Mema (p—s) + (@ + 1.5,

wo die rechte Seite zwei Kriifte darstellt. Da endlich zwei Ver-
eine von Kriiften, welche gleiche Summen haben, einander gleich-
wirkend sind, wie wir oben zeigten, so hat man den Satz, ,dass
sich jede Reihe von Kriften im Raume auf zwei Kriifte oder auf
eine Kraft und ein Moment zuriickfihren lassen, welche ihnen
gleichwirkend sind und dieselbe Summe liefern, wie jene Kriifte.%
Hieran schliesst sich sogleich die Folgerung, ,dass mehrere Krifte
auch nur dann im Gleichgewicht siid, wenn ihre Bumme null

t“; denn auf zwei ihnen gleichwirkende Kriifte, welche auch die-
selbe Summe liefern, lassen sie sich zuriickfithren, aber zwei Kriifte
sind nach der zweiten Voraussetzung nur dann im Gleichgewichte,
wenn ihre Summe null ist, alsdann wird aber auch die Summe der
gegebenen Kriifte, da sie dieselbe ist, null sein; also ist jener Satz
bewiesen. Wenn nun zwei Vereine von Kriiften einander gleich-
wirkend smd so miissen die des einen Vereins mit den entgegen-
gesetzt genommenen Kriften des andern (nach der Definition des
Gleichwirkens) zusammengesetzt Gleichgewicht geben, d. h. nach
dem vorigen Satze ihre Summe muss null sein, also missen dann
die Kriifte des einen Vereins dieselbe Summe liefern, wie die des

andern, somit haben wir bewiesen, ,dass zwei Vereine gleichwir-
12
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kender Krilfie nothwendig gleiche Summen liefern.“ Fassen wir
diesen Satz mit dem umgekehrten, den wir vorher bewiesen haben,
zusammen, 80 erhalten wir den Satz:

»Dass zwei Vereine von Kriiften dann und nur dann einander

gleichwirkend sind, wenn sie gleiche Summen liefern.“

Dieser Satz berechtigt uns die Gesammtwirkung mehrerer Kriifte
als die Wirkung ihrer Summe aufzufassen, auch dann, wemn diese
Summe sich nicht mehr als einzelne Kraft darstellen l#sst; wir haben
somit den allgemeinen Satz: ‘

nZwei oder mehrere Kriifte sind ihrer Summe gleichwirkend,

und gind nur dann im Gleichgewichte, wenn ihre Summe null ist.
Dieser Satz umfasst alle frttheren, und erscheint als deren End-
resultat.

§ 123. Dass nun zwei Vereine gleichwirkender Krifte in Be-
zug auf jeden Punkt und jede Axe gleiches Gesammtmoment
haben, dass zwei Vereine von Kriiften, welche gleiche Gesammtaus-
weichung und in Bezug auf irgend einen Punkt gleiches Moment
haben, einander gleichwirkend sind, und in Bezug auf jeden Punkt
und jede Axe gleiches Moment haben, sind jetzt, nachdem wir einen
Verein von Kriiften als ihrer Summe gleichwirkend dargestellt
haben, nur andere Ausdrucksweisen der von uns in der abstrakten
Wissenschaft aufgestellten Siitze. — Wir halten uns daher mit der
Ableitung jener statischen Gesetze nicht weiter auf, und wollen
statt deesen einen allgemeinern Satz iiber die Theorie der Mo-
mente sufstellen, welcher alle Sttze, die man bisher tiber diese
Theorie aufgestellt hat, an Allgemeinheit weit tibertrifit, und den-
noch durch unsere Analyse sich auf’s einfachste ergiebt. Um die-
sen Satz sogleich in einer leichtfasslichen Form zu geben, will
ich einen neuen Begriff einfithren, welcher fiir die Betrachtung der
Verwandtschaftsbeziehungen tiberhaupt von der gréssten Wichtig-
keit ist. Numlich ich sage, dass ein Verein von Grtssen in der-
selben Zahlenrelation stehe, wie ein anderer Verein entsprechen-
der Grissen, wenn jede (Hleichheit, welche zwischen den Viel-
fachensummen aus den Grissen des letzten Vereins stattfindet, auch
bestehen bleibt, wenn man statt dieser Grissen die entsprechen-
den des ersten Vereins setzt. Der Satz, den wir hier beweisen
wollen, 1&sst sich nun in der Form darstellen:
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»Die Gesammtmomente eines Kriiftevereins in Bezug auf ver-

schiedene Punkte oder Axen stehen in derselben Zahlenrela-

tion, wie diese Punkte oder Axen®.
Denn ist S die Summe des Kriiftevereins, so ist das Gesammtmoment
desselben in Bezug auf irgend eine Griosse A (sei dieselbe nun ein
Punkt oder eine Axe) gleich der Ausweichung des Produktes AS;
sind nun verschiedene Beziehungsgrissen A, B,.... gegeben, und
herrscht zwischen denselben eine Zahlenrelation, welche sich in der

- Form
aA+6B-4....=0Q,
wo a, b... Zahlengrissen sind, darstellen lHsst, so wird auch, wenn
man mit 8 multiplicirt,
aAS46BS+-..... =0

sein ; diese Gleichung bleibt nun auch nach § 112 bestehen, wenn
man statt der Produkte AS etc. ihre Ausweichungen, d. h. die Mo-
mente von S in Bezug auf jene Grissen setz; also stehen diege
Momente in derselben Zahlenrelation, wie die Beziehungsgriossen.

Vermnittelst dieses Satzes konnen wir also aus den Momenten in
Bezug auf zwei Punkte das Moment in Bezug aufjeden andern Punkt. .
derselben geraden Linie finden, und ebenso.aus den Momenten in
Bezug auf drei Punkte, die nicht in Einer geraden Linie liegen, das
jedem andern Punkte derselben Ebene zugehorige, aus den Momenten
in Bezug auf vier Punkte, die nicht in Einer Ebene liegen, dasjedem
andern Punkte des Raumes zugehtrige, ferner aus den Momenten in
Bezug auf zwei Axen, die sich schneiden, das Moment in Bezug auf
jede andere durch denselben Punkt gehende und in derselben Ebene
liegende Axe, aus den Momenten in Bezug auf drei Axen derselben
Ebhene, welche nicht durch Einen Punkt gehen, das jeder andern Axe
derselben Ebene, und tiberhaupt aus den Momenten in Bezug auf
eine Reihe von Axen, welche in keiner Zahlenrelation zu einander
stehen, das Moment in Bezug auf jede Axe, welche zu ihnen in
bestimmter Zahlenrelation steht.

§ 124. Ich schliesse diese Anwendung mit der Losung der
Avufgabe, die Bedingungsgleichung zu finden, welche bestehen muss,
wenn ein System von. Kriiften einer einzelnen Kraft oder einem
Moment gleichwirkend sein soll.

In beiden Fillen wird die Summe der Kriifte 8 als Produkt
12*
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zweier Elementargrossen erster Stufe dargestellt werden kdnnen, und
daraus folgt fiir diesen Fall sogleich die Gleichung

8.8=0,
eine Gleichung, welcher nie geniigt wird, wenn S eine formelle
Summe darstellt; denn dann lisst sich S als Summe zweier Krifte
darstellen, welche nicht in derselben Ebene liegen; es seien dies
A und B, also

S=A-}B,
80 ist
8.8=(A+4B).(A+B)

=2AB,
weil nimlich A.A und B.B null sind, A .B aber gleich B. A ist¥);
da nun A und B nicht derselben Ebene angehtren, so kann auch A.B
nicht null sein, also ist jene Gleichung -

8.8=0
dJe nothwendige , aber auch ausrelchende Bedingungsgleichung fiir
den Fall, dass S eine einzelne Kraft oder ein einzelnes Moment dar-
stellen soll; und zwar wird sie ein Moment darstellen, wenn die Aus-

- weichung von 8 null ist, im entgegengesetzten Falle eine Kraft von
geltendem Werthe. Ist

§=A+B+4C+...,

S. S—2AB+2AC+ABC+

also gleich der Summe aus den Produkten zu zwei Faktoren, die sich

aus den Stiicken bilden lassen**). Daraus folgen sogleich die S#tze:
»Bin Verein von Kriften ist dann und nur dann einer einzelnen
Kraft oder einem einzelnen Moment gleichwirkend, wenn die
Summe der Produkte zu zwei Faktoren, welche sich aus den
Kriiften bilden lassen, null ist.“

Ferner
nZwei Vereine von Kriiften konnen nur dann einander gleich-
wirkend sein, wenn die Produkte zu zwei Faktoren, welche sich

so wird

*) Néimlich weil A und B Grossen zweiter also gerader Stufesind, welche
sich nach § 55 ohne Zeichenwechsel vertanschen lassen.
**) Némlich gleich der einfachen Summe, wenn man die Produkte AB
und BA als verschieden gebildete betrachtet.
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aus den Kriften des einen Vereins bilden lassen, gleiche Summe

liefern wie die aus den Kriften des andern gebildeten.“

Diese Sitze bleiben auch noch bestehen, wenn man statt der
Produkte zweier Kriifte tiberall ihre sechsten Theile, n#imlich die
Pyramiden, welche die Kriifte zu gegentiberliegenden Kanten haben,
einfuhrt. . '

Drittes Kap_ltel.

Daseingewandte Produkt®).

§ 125. Der Begriff des Produktes als eines ¥usseren bestand
darin, dass jedes Sttick eines Faktors, welches von.dem andern
Faktor abhlngig war, ohne Werthiinderung des Produktes wegge-
lassen werden konnte, worin zugleich lag, dass das Produkt zweier
abhingiger Grossen null sei. Reale Grossen, d. h. solche, die sich
als Produkte aus lauter einfachen Faktoren darstellen lassen, wurden
dann ,von einander unabhiingig genannt, wenn jeder einzelne Faktor
derselben ganz ausserhalb desjenigen Systems lag, was durch die
tibrigen Faktoren bestimmt war, oder, mehr abstrakt ausgedrtickt,
wenn keine Grisse, die dem Systeme von einer der Grossen angehirt,
zugleich dem durch die simmtlichen ttbrigen bestimmten Systeme
angehtrt. Da nun diese Bestimmung, welche das Produkt als ein
Yusseres charakterisirt, nicht in dem Begriffe des Produktes an sich
liegt, so muss es moglich sein, den allgemeinen Begriff des Produktes
festzuhalten, und doch jene Bestimmung aufzugeben, oder durch
eine andere zu erseizen. Um nun diese neue Bestimmung aufzu-
finden, mtissen wir, da nach ibr auch das Produkt zweier abhiingiger
Grissen soll einen geltenden Werth haben kinnen, die verschiedenen
Grade der Abhlingigkeit untersuchen. Wenn zwei Systeme htherer
Stufen iiberhaupt von einander abhingig sind, so wird es Grissen
geben, welche heiden zugleich angehtren. Da nun jedes System,
welches gewisse Grissen enthiilt, auch sémmtliche von ihnen ab-
h#ngige Grossen, d. h. das ganze durch sie bestimmte System, also
auch das Hussere Produkt jener Grissen, enthalten muss, so folgt,

*) Vergl. zu diesem Kapitel den zweiten Anhang. (18717.)
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dass Systeme, welche gewisse Grossen gemeinschaftlich enthalten,
auch das ganze durch diese Grssen bestimmte System, also auch
das Hussere Produkt derselben, gemeinschaftlich enthalten werden ;
nach der Stufenzahl dieses gemeinschaftlichen Systemes wird nun
auch der Grad der Abhingigkeit bestimmt werden kdnnen, und wir
werden sagen kionnen, zwei Systeme seien im m-ten Grade von ein-
ander abhiingig, wenn sie ein System m-ter Stufe gemeinschaftlich
enthalten, und eben so zwei reale Grossen seien im m-ten Grade von
einander abhiingig, wenn die durch sie bestimmten Systeme es sind,
oder wenn sie sich auf einen gemeinschaftlichen Faktor m-ter Stufe
bringen lassen (und auf keinen hoheren). Dies letztere nimlich
folgt aus dem Vorhergehenden, da nach § 47 jede Grosse, welche
dem durch eine andere Grosse bestimmten Systeme angehort, auch
als Faktor der letzteren angesehen werden kann?*). Jedefn Grade
der Abhingigkeit nun entspricht eine Art der Multiplikation, wir
fassen alle diesé Arten der Multiplikation unter dem Namen der
eingewandten Multiplikation zusammen, und verstehen ins Be-
sondere unter dem eingewandten Produkt m-ter Stufe dasjenige, in
welchem ohne Werthiinderung desselben in jedem Faktor nur ein
solches Stiick weggelassen werden kann, welches von dem andern
Faktor in einem hdheren, als dem m-ten Grade abhiingig ist; und
swar nennen wir das eingewandte Produkt m-ter Stufe ein reales,
wenn die Faktoren wenigstens im m-ten Grade von einander ab-
hiingen, hingegen ein formales, wenn in einem niederen **). Der
Werth des eingewandten Produktes besteht dann eben in demjenigen,
was bei jenen verstatteten Aenderungen konstant bleibt. Nur das
reale Produkt ist es jedoch, was wir hier der Betrachtung unter-
werfen, indem das formale eine andere Behandlungs- und Bezeichnungs-
weise erfordert, und es iiberdies von viel geringerer Bedeutung ist.
Das reale eingewandte Produkt hat nun entweder einen geltenden
Werth, oder es ist null, und gwar wird es nicht nur, wie jedes
Produkt, null, wenn ein Faktor es wird, sondern auch, wenn die

*) Von den unabhiingigen Grissen wiirden wir also sager kinnen, sie
seien im null-ten Grade, d. h. eben gar nicht abhiingig von einander.
**) Der formale Begriff des eingewandten (regressiven) Produktes ist
in der Ausdehnungslehre von 1862 als unfruchtbar aufgegeben und dadurch
die ganze Sache vereinfacht worden. (1877.) -
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beiden Faktoren in einem htheren Grade von einander abh¥ngen,
als die Stufe der eingewandten Multiplikation betriigt. Nimlich dies
letztere folgt daraus, dass man dann einen Faktor als Summe
betrachten kann, deren eines Sttick null, und deren anderes er selbst
ist, und dass man dann nach der vorhergehenden Definition dies
Sttick weglassen darf, wodurch das Produkt gleich null erscheint.

§ 126. Um die Bedeutung des realen eingewandten Produktes
darlegen zu koénnen, haben wir das Nullwerden desselben abhiingig
zu machen von dem Systeme, welchem beide Faktoren angehbren,
wihrend wir es bisher von dem gemeinschaftlichen Systeme beider
Faktoren oder von dem Grade ihrer gegenseitigen Abh#ingigkeit bedingt
sein liessen.

Wir stellen uns zu dem Ende die Aufgabe: ,Wenn das zweien
Grossen gemeinschaftliche System gegeben ist, das sie zuniichst
umfassende System, d. h. das niedrigste*) System, welchem beide
zugleich angehoren, zu finden.“ Wir erinnern hierbei daran, dass
eine Grosse einem Systeme dann und nur dann angehdrt, wenn sie
einer andern Grosse, die dies System darstellt, untergeordnet ist,
d. h. sich dieselbe als H#usserer Faktor dieser letzteren Grisse dar-
stellen lisst. Wenn daher A und B die beiden Grissen sind, und
C ihr gemeinschaftliches System darstellt, so wird sich C als Hus-
serer Faktor sowohl von A als von B darstellen lassen, also z. B.
B auf die Form CD gebracht werden kénnen. Indem wir C als das
gemeinschaftliche System fiir A und B setzen, so meinen wir damit
nach dem vorigen §, dass C alle Grssen in sich enthalte, welche
dem A und B gemeinschaftlich angehoren, aber auch keine andern.
Daraus folgt, dass D keine Grosse mit A gemeinschaftlich haben
kann, weil sonst auch CD, d. h. B noch Grbssen mit A gemeinschaft-
lich haben wtirde, welche nicht dem Systeme von C angehbrten,
wider die Annahme. Da nun hiernach A and D von einander unab-
h#ngig sind, das Produkt AD also als Husseres einen geltenden Werth
hat, so werden zuerst beide Grossen A und B diesem Produkte
AD untergeordnet sein, indem A unmittelbar als Husserer Faktor
desselben erscheint, von den beiden Faktoren der Grisse B oder
CD aber der eine C in A enthalten ist, der andere unmittelbar in

" %) Darunter ist natiirlich das 8ystem, was die kleinste Stufenzahl hat,
zu verstehen. '
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jenem Produkte AD erscheint, also auch B selbst als dusserer Fak-
tor dieses Produktes darstellbar ist. Dass es aber keine Grisse von
niederer Stufe giebt, welcher beide Grossen A und B untergeordnet
gind, folgt sogleich, da eine solche Griisse sowohl A als D zu éusseren
Faktoren haben muss, also, da beide von einander unabhiingig sind,
auch ihr Produkt AD (§ 125) als #usseren Faktor enthalten muss.
Also stellt AD das jene Grissen A und B zun#ichst umfassende System
dar, und die Aufgabe ist gelost. Hierin liegt der Satz:

»Wenn zwei Grossen A und B als htchsten gemeinschaftlichen

Faktor eine Grisse C haben, und man setzt eine derselben

. z. B. B, gleich dem #usseren ProduktCD, so stellt das Produkt
der andern in die Grosse D, nimlich das Produkt AD, das niichst
umfassende System dar.“

Bezeichnen wir die Stufenzahlen der vier Grossen A, B, C, D
mit den entsprechenden kleinen Buchstaben, die des niichstumfassen-
den Systemes mit u, so haben wir u gleich a -}~ d, oder da B = CD,
-also b=c - d ist,

n=a-b—c; oder
u4c=a-b, oder
c=a-}b—u,
d. h. 4

»Die Stufenzahlen zweier Grossen sind zusammengenommen

eben so gross, als die Stufenzahl des ihnen gemeinschaftlichen

Systemes und die des sie zuniichst umfassenden zusammenge-

nommen. ’ ‘
oder :
naus der Stufenzahl des gemeinschaftlichen Systems zweier
Gréssen findet man die des néichstumfassenden, indem man jene
von der Summe der Stufenzahlen, welche jenen einzelnen Grossen
zugehoren, subtrahirt ;%
oder

qaus der Stufenzahl des zwei Grissen zuniichst umfassendem

Systemes findet man die des gemeinschaftlichen durch Sub-

traktion der ersteren von der Summe der Stufenzahlen beider

Grossen. “ ) .

In der letzten Form ist dieser allgemeine Satz besonders fiir die
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Anwendung bequem, wie sich leicht zeigt, wenn man ihn auf die
Geometrie zu iibertragen versucht. *)

§ 127. Es hatte nach § 125 ein eingewandtes Produkt zweier
geltenden Werthe dann und nur dann wiederum einen geltenden
realen Werth, wenn die Stufe des ihnen gemeinschaftlichen Systems
gleich war der Stufe der eingewandten Multiplikation, oder mit An-
wendung des im vorigen Paragraphen bewiesenen Gresetzes, wenn die

_Stufe des nichstumfassenden Systemes und die der eingewandten
Maultiplikation zusammen gleich der Stufensumme beider Faktoren
sind. Nennep wir nun im Allgemeinen diejenige Zahl, welche die
Stufe der eingewandten Multiplikation zur Stufensumme beider Fak-
toren erginzt die Beziehungszahl des eingewandten Produktes
oder der eingewandten Multiplikation, so folgt, dass das eingewandte
Produkt zweier geltenden Werthe nur dann und immer dann einen
geltenden, realen Werth liefert, wenn die Stufe des nichstumfassen-
den Systemes gleich der Begiechungszahl des Produktes ist. Wurde
die Stufenzahl des gemeinschaftlichen Systemes grosser als die Btufe
der eingewandten Multiplikation, so wurde das Produkt nach § 125
null, wurde sie kleiner, so erhielt das Produkt einen bloss formalen
Werth. Bleiben nun die Stufen beider Faktoren dieselben, so wird,
wénn die Stufe des gemeinschaftlichen Systemes wichst, die des
nichstumfassenden Systemes abnehmen und umgekehrt, weil beide
eine konstante Summe haben, nimlich die Stufensumme beider Fak-
toren. Daraus folgt, dass ein eingewandtes Produkt zweier geltender
Werthe null wird, wenn die Stufe des sie zuniichst umfassenden

*) Betrachte ich z.B. die Ebene als das néichstumfassende S8ystem zweier
Linien, so wird, da jene als Elementarsystem von dritter, diese von zweiter
Stufe sind, das gemeinschaftliche S8ystem von (24 2— 3)ter, d. h. von erster
Stufe sein, und somit entweder durch einen Punkt oder durch eine Richtung
dargestellt sein. Somit haben wir dann den Satz: ,Zwei g. L., welchein der-
selben Ebene liegen, ohne zusammenzufallen, schneiden sich entweder in
Einem Punkte oder laufen parallel. Wird der Ranm als néichstumfassendes
System gedacht, so haben wir die Siitze: ,Zwei Ebenen, welche nicht zu-
sammenfallen, schneiden sich entweder in einer g. L., oder liegen einander
parallel,“ ,eine Linie, welche nicht ganz in einer Ebene liegt, schneidetdiese
entweder in einem Punkte, oder liegt mit ihr parallel,“ ,zwei Ebenen,
welche nicht parallel sind, haben eine Richtung, aber auch nur Eine gemein-
schaftlich. “



186 o Das eingewandte Produkt. § 128

Systemes kleiner wird, als die Bexichungsuahl; und einen formalen
Werth erhiilt, wenn sie grisser wird. Wenn also ein System von
h-ter Stufe gegeben ist, und wir wissen, dass allein Betracht gezogenen
Grossen diesem Systeme als Hauptsystem (s. § 80) angehdren, so
sind wir auch sicher, dass das éingewandte Produkt, dessen Beziehungs-
zahl h ist, einen realen Werth haben werde. Wir nennen dann diese
eingewandte Multiplikation eine auf jemes System besztigliche,
und nennen dies System das Beziehungssystem des Produktes *),
und wenn diesem Beziehungssysteme zagleich beide Faktoren an-
gehdren, so nennen wir dasselbe auch (der fritheren Benennungsweise
gemiiss) das Hauptsystem des Produktes. Dann kbnrnen wir sagen,
das eingewandte Produkt sei immer ein reales, wemn die Faktoren
dem Beziehungssysteme angehdren, es sei zugleich von geltendem
Werthe, wenn das die Faktoren zunichst umfassende System zu-
gleich das Beziehungssystem des Produktes ist, und es sei null, wenn
das niichstumfassende System beider Faktoren dem Begiehungssysteme
des Produktes untergeordnet umd von niederer Stufe ist.

§ 128. Das Hussere Produkt zweier geltender Grissen zeigte
sich nach § 55 dann als null, wenn sie von einander abhiingig
sind, d. h. wenn die Stufe des sie zunfichst umfassenden Systemes
kleiner ist, als die Stufensumme der beiden Faktoren; oder, da wir
fir das ¥ussere Produkt jedes System, welchem die Faktoren unter-
geordnet sind, und dessen Stufenzahl grésser oder eben so gross
ist, wie jene Summe, als Beziehungssystem ansehen kénnen, so knnen
wir das Gesetz des vorigen § erweiternd sagen:

»Ein Produkt zweier geltenden Werthe ist dann und nur dann

null, wenn die Faktoren von einander abhéngig sind, und zu-

gleich ihr n#chstumfassendes System niedriger ist als das Be-
ziehungssystem.“

Hierin liegt dann zugleich, ,dass ein solches Produkt nur dann
einen geltenden Werth hat, wenn entweder beide Faktoren von ein-
ander unabhiingig sind, oder ihr n#chstumfassendes System das Be-
ziehungssystem ist. TUnd zwar ist im ersteren Falle das Produkt
ein #usseres, im letzteren ein eingewandtes. Wenn beide Bedin-

*) Die Stufenzahl dieses Produktes ist eben die Zahl, die wir oben Be-
ziehungszahl nannten.
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gungen zugleich etntreten, d.'h. beide Faktoren von einander unab-
hitngig sind und zugleich ihr n¥chstumfassendes System das Be-
siehungssystem ist, so kann die Multiplikation nicht nur als &ussere,
sondern auch als eingewandte nullten Grades aufgefasst werden.
Dadurch erweitert sich der zweite Satz des vorigen Paragraphen zu
folgendem Satze:

»Wenn in einem Produkte zweier geltenden Werthe die Stufen-

summe der Faktoren kleiner ist als die Beziehungszahl, so ist

das Produkt ein Xusseres; ist jere Summe grisser, so ist das

Produkt ein eingewandtes und zwar von so vielter Stufe, als

der Ueberschuss jener Summe iiber die Beziehungszahl be-

tréigt; ist endlich jene S8umme dieser Zahl gleich, so kann das

Produkt sowohl als &usseres, wie auch als eingewandtes null-

ter Stufe betrachtet werden.“

Durch die Einftihrung des Beziehungssystemes oder des Haupt-
systemes haben wir somit den wichtigen Vortheil errungen, dass
es nun, wenn einmal das Berziehungssystem als Hauptsystem fest-
steht, nicht mehr n&thig ist, fir das Produkt zweier Grossen die
Multiplikationsweise noch besonders festzustellen, dass es daher
nun auch als tberflissig erscheint, die Hussere Multiplikation von
der eingewandten oder die verschiedenen Grade der letzteren durch
die Bezeichnung zu unterscheiden. ¥)

§ 129. Um nun den geltenden Werth eines realen einge-

*) Zugleich haben wir hierdurch den Vortheil einer leichteren Anwend-
barkeit auf die Raumlehre gewonnen. Betrachten wir z. B. die Ebene, also
ein Elementarsystem dritter Stufe, als Hauptsystem, wie dies iiberall in der
Planimetrie geschieht, so wird das Produkt zweier Elementargrgssen in Besug
auf dies System dann und nur dann null sein, wenn sie von einander abhiin-
gig sind, und zugleich einem System zweiter Stufe angehiren, d. h. wenn sie
Punkte oder Richtungen gemeinschaftlich haben und zugleich in Einer geraden
Linie liegen. Betrachten wir ferner den Raum, d. h. also ein Elementarsystem
vierter Stufe als Hauptsystem, wie dies in der Stereometrie als solcher ge-
schieht, so wird das darauf beziigliche Produkt zweier Elementargrissen
dann und nur dann null sein, wenn sie in derselben Ebene liegen und
zugleich von einander abhingig sind, d. h. Punkte oder Richtungen gemein-
schaftlich haben; z. B. das Produkt zweier Liniengrissen, welche sich
schneiden oder einander parallel sind, daszweier Ebenen, wenn sie in einander
liegen u. s. w.
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wandten Produktes in einen einfachen Begriff zu fassen, miissen
wir fiir das gegebene Produkt, dessen Werth zu ermitteln ist, alle
Formen aufsuchen, in welchen es sich vermdge der in der Defini-
tion festgestellten formellen Multiplikationsgesetze darstellen lisst,
ohne seinen Werth zu #ndern. Das, was dann allen diesen Formen
gemeinschaftlich ist, wird den Werth dieses Produktes unter einen
einfachen Begriff gefasst darstellen. Die vermige der Definition
verstatteten Formlinderungen sind erstens die allgemein multiplika-
tive, dass man die Faktoren in umgekehrtem Verhiltnisse #ndern
darf, und zweitens die besondere, dass man aus dem einen Faktor
ein Stick weglassen darf, was von dem andern Faktor in einem
htheren Grade abhingt, als die Stufe des eingewandten Produktes
betriigt, oder, aufs Beziehungssystem zurtickgefiihrt, dass man aus
dem einen Faktor ein Stiick weglassen darf, welches mit dem andern
Faktor zusammen von einem Systeme umfasst wird, dessen Stufe
kleiner ist als die Beziehungszahl. Als einfachster Fall erscheint
der, wo der eine Faktor das Beziehungssystem darstellt, der andere
also ihm untergeordnet ist, oder kiirzer ausgedrtickt, wo das Produkt
" in Form der Unterordnung erscheint. Da hier das n#chst
umfassende System immer zugleich das Beziehungssystem ist, so
kann keinem der Faktoren ein geltendes Sttick hinsugefigt werden,
ohne den Werth des Produktes zu #ndern. Die einzige Form#inde-
rung, welche den Werth des Produktes ungelindert lisst, ist daher
die allgemein multiplikative, dass niimlich die Faktoren sich in um-
gekehrtem Verhiltnisse #indern diirfen, also

A.B:mmA.—]i
m

gesetzt werden kann, wenn m irgend eine Zahlengrisse darstellt.
Es bleiben somit bei allen verstatteten Forménderungen die Systeme
der beiden Faktoren konstant, und ihre Grosse Hndert sich dabei
nur in umgekehrtem Verh#ltnisse. Die Zusammenschauung beider
Systeme nebst dem auf beide Faktoren auf multiplikative Weise zu
vertheilenden Quantum bildet daher den Werth jenes Produktes.

§ 130. 8ind in dem allgemeineren Falle A und B die beiden
Faktoren ‘des eingewandten Produktes, und stellt die Grésse C,
deren Stufenzahl c sei, das beiden Faktoren gemeinschaftliche
System dar; so wird, wenn B gleich CD gesetzt wird, AD nach § 126
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das niichstamfassende System, also auch nach § 128, wenn das
Produkt nicht null ist, das Beriehungsystem darstellen.®*) Nun
zeigten wir in § 129, dass dann ausser der allgemeinen multiplika-
tiven nur die Formlinderung verstattet ist, dass der eine Faktor CD
um ein Sttick wachse, welches von dem andern Faktor A in einem
hoheren als dem c-ten Grade abhiingig ist. Es ist klar, dass dies
Sttick nicht mit CD gleichartig sein dtirfe, weil ein solches mit A
in demselben Girade der Abhingigkeit stehen wiirde, wie CD selbst;
es muss also mit CD ungleichartig angenommen werden. Fiir die-
Addition der ungleichartigen Grissen hatten wir einen realen und
einen formalen Begriff aufgestellt, von denen der erstere dann ein-
trat, wenn beide zu addirenden Grbssen auf eine solche Weise jin
einfache Faktoren zerlegt werden konnen, dass sie alle bis auf
Einen Faktor gemeinschaftlich enthalten. Da nun die formale Addi-
tion nur als abgektirzte Schreibart auftrat, so werden wir die Be-
deutung unseres Produktes schon auffinden, wenn wir nur die reale
Addition berticksichtigen, und also annehmen, das hinzuzuaddirende
Stick habe mit CD alle einfachen Faktoren mit Ausschluss Eines
solchen gemeinschaftlich. Dieser eine einfache Faktor nun wird,
da das hinzuzuaddirende Sttick von A in einem héheren als dem
c-ten Grade abhiingen soll, nothwendig dem Systeme von A ange-
héren, wihrend unter den iibrigen einfachen Faktoren nothwendig
die simmtlichen einfachen Faktoren von C vorkommen miissen. KEs
wird sich also dies Stiick in der Form CE darstellen lassen miissen,
wo E von A abhiingig ist. Hiernach wird nun das Produkt in der
Form
A.(CD +4 CE) oder A.C(D 4 E)
erscheinen, wo E von A abhingig ist. Vergleichen wir nun die
beiden Produkte
A.CD=A.C(D -} E),

- 80 stelt AD das n#chstumfassende System fir die Faktoren des
ersten, A (D - E) das fur die Faktoren des zweiten Produktes dar;
und da E von A abhingig, also

AD=A (D 4 E)
*) Wir setzen hier natiirlich voraus, dass das Produkt nicht null sei,

weil fiir den Fall, dass es null ist, keine Ermittelung seines Werthes mehr
nothig ist.
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ist, so ist auch das nlichstumfassende System fiir beide Produkte
dasselbe. Ausser dieser Forminderung ist nur moch die allgemein
muitiplikative verstattet, dass die Faktoren sich in umgekehrtem
Zahlenverhiltnisse #ndern. Da hierdurch die Systeme der Faktoren
nicht geiindert werden, also das gemeinschaftliche und das n¥chst-
umfassende System aueh bei dieser Formiinderung dieselben bleiben,
so bleiben die genannten Systeme {iberhaupt bei jeder Forminderung
des Produktes dieselben, und gehtren also zu demjenigen, was den
konstanten Werth dieses Produktes ausmacht. Setzt man den ge-
.meinschaftlichen #usseren Faktor C als den mittleren, so dass das
Produkt, wie wir es schon oben darstellten, in der Form
- ~ A.CD
erscheint; so giebt das Produkt der #usseren Faktoren AD das
niichstumfassende System; und es stellen dann also sowohl der
mittlere Faktor als das Produkt der beiden #usseren AD konstante
Systeme dar. — Vergleichen wir beide Grissen C und AD auch
ihrem Werthe nach, so haben wir nicht bloss diejenigen Umgestal-
tungen zu berticksichtigen, durch welche der Werth der einge-
wandten Faktoren A und CD, aber nicht der ihres Produktes
A .CD getindert wird, sondern auch diejenigen, welche den Werth
des #usseren Produktes CD und das System seines ersten Faktors
ungeiindert lassen. Vermoge der ersten Art der Umgestaltung
konnte CD um ein Stiick CE wachsen, in welchem E von A ab-
h#ngig ist, vermige der zweiten kann D um ein von C abhlingiges
Stiick wachden, welches dann gleichfalls von A abhingig sein muss,
weil C dem A untergeordnet ist. Bezeichnen wir daher auch dies
Stiick mit E, so verwandelt sich in beiden Fiillen das Produkt A.CD
in das ihm gleiche A.C(D 4 E). Da nun E von A abhiingig, also
A + E)=AD

ist, so ist in beiden Produkten sowobl der Weyth des mittleren Fak-
tors, also auch der Werth des Produktes aus den ¥usseren Faktoren
derselbe geblieben. Ausserdem ist nun bei beiden Arten der Um-
gestaltung nur noch die allgemeine multiplikative Formiinderung,
nach welcher sich die Faktoren in umgekehrtem Verhltnisse éndern
konnen, anwendbar. Wendet man diese Aenderung bei beiden
Arten der Umgestaltung an, so wird jedesmal, wenn dem einen
Faktor eine Zahl als Faktor hinzugefligt wird, einem andern dieselbe
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Zahl als Divisor hinzugefigt werden miissen, also auch, wenn von
den drei Faktoren des Produktes einer, z. B. C, m-mal grosser wird,
8o muss das Produkt der beiden andern m-mal kleiner werden; d. h.
C und AD mtissen sich dann im umgekehrten Verhiiltnisse &ndern. ¥)
Da nun hierin zugleich schon liegt, dass ihre Systeme konstant
bleiben, so kénnen wir als Resultat der bisherigen Entwickelung den
Satz aussprechen, ,dass, wenn ein eingewandies Produkt auf den
* Ausdruck A, CD gebracht ist, in welchem der mittlere Faktor C das
den beiden Faktoren des eingewandten Produktes A und CD gemein-
schaftliche System darstellt, dann C und AD, d. h. der mittlere
Faktor uné das Produkt der beiden Hussern. sich nur im umgekehrten
Verhiiltnisse #ndern kiénnen, wemn das ganze Produkt konstanten
‘Werth behalten soll.“

§ 181. Um die Bedeutung des eingewandten Produktes voll-
sthndig zu gewinnen, bleibt noch die Frage zu beantworten, ob diese.
beiden Systeme, die durch den mittleren und durch das Produkt der
dusseren Faktoren dargestellt sind, nebst dem auf sie in multiplika-
tiver Weise zu vertheilenden Quantum, dasjenige, was bei ungeiin-
dertem Werthe des eingewandten Preduktes konstant bleibt, voll-
stindig darstellen, oder mit andern Worten, ob, wenn sich jene
Grossen C und AD in umgekehrtem Verhiiltnisse #indern, das Pro-
dukt A . CD stets konstanten Werth behalte, vorausgesetzt, dass der
mittlere Faktor C unausgesetzt das den beiden Faktoren A und CD
gemeinsehaftliche System darstelle. Dass dies in der That der
Fall sei, kénnen wir leicht beweisen, wenn wir noch voraussetzen,
dass die eingewandten Faktoren gleiche Stufenzabl behalten. Zu
dem Ende seien A.CD und A’.C'D’ zwei solche Produkte, in welchen
der mittlere Faktor C oder C’ das den beiden eingewandten Faktoren
A und CD oder A’ und C'D’ gemeinschaftliche System darstellt.
Wir setzen voraus, dass beim Uebergange aus dem. einen Ausdrucke
in den andern AD sich im umgekehrten Verhiltnisse gedndert habe

CD D
*) Geht z. B. A iiber in mA, so wird CD iibergehen in; oder C o’
geht zugleich C iiber innC, so geht -E—ﬂber in-i?;; das Produkt der Husseren

Faktoren AD ist dann iibergegangen in é—:—), wihrend Cin nC tibergegangen ist.
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wie C (worin schon liegt, dass ihre Systeme konstant geblieben éind),
und dass die Stufenzahl von A und die von CD dieselben geblieben
seien. Wir wollen zeigen, dass beide Produkte A .CD und A’. C'D’
einander gleich seien. Zun#chst ktnnen wir das letatere auf die Form
bringen, dass der mittlere Faktor derselbe sei, wie in dem ersten
Produkte, wodurch dann auch das Produkt der beiden #usseren in
beiden gleichen Werth erhalten wird. Es sei dann das letztere
Produkt iibergegangen in A, .CD,, so haben wir nun die einfachere
Voraussetzung, dass
AD=A, D,
ist, und A und A; ebenso wie D und D; von gleicher Stufe sind;
und zu beweisen bleibt dann nur, dass
A.CD=A,.CD,

sei. Zwei gleiche #ussere Produkte, deren entsprechende Faktoren
gleiche Stufenzahlen haben (wie hier AD und A;D;), miissen aber
durch eine Reihe von Forminderungen aus einander erzeugbar sein,
welche theils darin bestehen, dass die Faktoren sich in umgekehr-
tem Verh#ltnisse #ndern, theils darin, dass der eine Faktor um ein
von dem andern abh¥ngiges Stiick wiichst. Bei der ersten Aende-
rungsart ist unmittelbar einleuchtend, dass sich auch der Werth des
eingewandten Produktes A.CD nicht #ndere. Bei der letzten kann
entweder D um ein von A abh#ngiges Stiick, oder A um ein von D
abhiingiges wachsen. Geht also zuerst D in D E itber, wo E von
A abhiingig ist, sogeht A.CDin A.C(D -+ E)oderin A .(CD - CE)
iiber. Da hier E von A abhingig, C aber dem A untergeordnet,
also im c-ten Grade von ihm' abhingig ist, so ist CE in einem
hoheren als dem c-ten Grade von A abhiingig, kann also als Stiick
des andern Faktors weggelassen werden, es ist also der Werth des
Produktes noch derselbe geblieben. Zweitens konnte der Faktor A
um ein von D abhiingiges Sttick wachsen. Es sei A gleich CF, so
muss nun, wenn C noch immer, wie wir voraussetzten, das gemein-
schaftliche' System darstellen soll, das Wachsen des Faktors A um
ein von D abhiingiges Sttick dadurch bewirkt werden, dass F' um
ein von D abhingiges Stiick wichst; dies wird dann, aus demselben
Grunde, wie vorher der Zuwuchs von D, den Werth des ganzen Pro-
duktes ungelindert lassen. Somit sehen wir, dass bei allen Aende-
rungen, welche den Werth des mittleren Faktors und den des Pro-
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duktes der beiden #asserdn ungenidert lassen, auch der Werth des
gevammten Produktes ungeindert bleibt; oder, imdém wir noch
eiron Sebritt weiter surtiekgehen, duss, wems sich jene Grossen O
end AD i umgelkehytore Verhitltniess indern, dev Werth des Pro-
duktes A. CD unter der Voratissetzung, dass die Stufsuzablen von A
und CD dieselbon bleibem, sich nioht #ndere. Fassen wir hiertnit
das Resultat des vorigen § smsammen, so konnen wir sagen, der
Werth eines eingewandten Produktes bestehe, wenn die Stufem-
zahlen der Faktoren gegeben sind, in dem gemeinschaftlichen und
nichstemfassenden Systeme Veider Faktoren nebst dem aef beide
8ysteme multiplikativ 22 vertheilendon Quantum.

§ 132. Es erscheint hiernach der Begriff des eingewandten
Produktes noch abhingig von den Stufenzahlen, sofern nach den
bisherigen Bestimmungen zwel Produkte noch nicht als gleich be-
trachtet werden konnten, so lange ihre Faktoren ungleiche Stufen-
zshl besassen. Diese Abhiingigkeit des Begtiffes von den Stufen-
zahlen fihvt in denselben eine Beschrinkung hinein, welche der
Binfachheit des Begriffs schadet wad der amalytischen Behandlung
widerstrebt. Indem wir daher diese Beschriinkeng dufheben, setsen
wir fest, ,dass zwei eingewandte Produkte von geltendem Wetthe
A.CD und A'.C'D', in welchen die belden letaten Faktoren durch
Russere Multiplikation verkntipft sind, der mittlere aber das den
beiden eingewandten Faktoren (A und CP, oder A" und C'D’) ge-
meinsehafiliche Bystem darstellt, einander gleich seién, sobald #ber-
haupt das Produkt der Hussersten Faktoren und der mittlere in bei-
den Ausdricken gleich sind, oder im umgekehrtem Verhiltnisse
stehen, gleich viel, ob die Stufengablen der entsprechenden Fakto-
ren tbereinstimmen oder nicht.*) Namentlich kdmnen wir durch
diese Bestimmung jedes eingewandte Produkt suf dis Form der Un-
terordnung (s. § 129) bringen. In der That ist hiernach
: A.CD==AD.C,
wenn im ersten Produkte C und I durch #ussere, A und CD durch
eingewandte Multiplikation verkntpft sind, und C das gemeinschuft-

¥) Zu einer solchen erweiterten Definition sind wir berechtigt, da iiber die

Vergleichung von eingewandten Produkten mit angleichen Stufensshlen ihrer

Faktoren noch michts festgesetst ist. Wirsind dazu gedrungen, wenn wir der
‘Wissensehaft die ihr gebtihrende Einfachheit érhalten wollen.
13
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liche System der beiden eingewandten Faktoren darstellt. Denn in
dem letzten Ansdruecke kann AD als erster, C als mittlerer und die
Einheit als letater Faktor vorgestellt werden, welcher mit D (nach
Kap, IV) durch #ussere Multiplikation verkniipft ist, wilhrend C noch
das gemeinschaftliche System darstellt. In dieser Form aufgefasst
bietet der zweite Ausdruck dasselbe Produkt der #ussersten Fakto-
ren und denselben mittleren Faktor dar, wie das erste, und beide
gind somit einander gleich.

Noch habe ich hier daran zu erinnern, dass, wenn das Pro-
dukt der Hussersten Faktoren von niederer Stufe ist als das Be-
ziehungssystem, dann beide Produkte. gleichzeitig null werden (nach
§ 127), also auch fiir diesen Fall jhre Gleichheit bewahrt bleibt.
Nehmen wir endlich einen bestimmten Theil H des Hauptsytems
als Hauptmass (§ 87) an, so konnen wir jedes auf jenes Haupt-
system beztigliche eingewandte Produkt auf die Form bringen, dass
der erste Faktor das Hauptmass wird. N#mlich wir kénnen nach
dem vorher gesagten jedes solche Produkt, wenn es einen gelten-
den Werth hat, auf die Form bringen, dass der erste Faktor das
Beziehungssystem oder hier das Hauptsystem darstellt, also auch,
da wir die Faktoren in umgekehrtem Verh#ltnisse #ndern. konnen,
auf die Form, dass der erste Faktor irgend ein bestimmter Theil
des Hauptsystems, also auch dass er das Hauptmass wird. Ist das
eingewandte Produkt null, so kémmen wir den ersten Faktor belie-
big setzen, wenn nur der zweite null ist, also kann auch in diesem
Falle das Produkt auf die verlangte Form gebracht werden. Wir
nemnen dann, wenn ein Produkt auf diese Form gebracht ist, den
zweiten Faktor desselben ,den eigenthiimlichen (specifischen) Werth
oder Faktor jemer Produktgrisse in Bezug auf das Hauptmass H,“
und sein System, welches zugleich das beiden Faktoren gemein-
schaftliche System ist, ,das eigenthtimliche System jener Grosse;“
seine Stufenzahl, d. h. die Stufenzahl des beiden Faktoren gemein-
schaftlichen Systems*), ktnnen wir als Stufenzahl der Grisse selbst
auffassen. FErst bei dieser Betrachtungsweise tritt der Werth des
eingewandten Produktes in seiner Einfachheit hervor.

*) Ist die Produktgrosse also von geltendem Werthe (und nur in diesem
Falle lisst sich von einer Stufenzahl derselben reden) so ist die Stufenszahl
der Produktgrisse gleich der Stufe der eingewandten Multiplikation.
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§ 133. Awus .dem im vorhergehenden Paragraphen aufgestell-
- ten Begriffe des eingewandten Produktes konnen wir aun das Ver-
tauschungsgesetz ableiten. Betrachten wir nimlich zwei Produkte
von geltendem Werthe,
AB.AC und AC.AB,
in welchen der Punkt die eingewandte Multiplikation, das unmittel-
bare Zusammenschreiben die #ussere Multiplikation andeuten soll,
und in welcher der Faktor A das gemeinschaftliche System, ABC
oder ACB also das niichstumfassende System oder das Beziehungs-
system darstellt, so hat man nach dem vorhergehenden Paragraphen
AB.AC==ABC.A,
AC.AB==ACB.A.
Beide Produkte sind also einander gleich oder entgegengesetzt, je
nachdem ABC und ACB es sind, d. h. je nachdem die #usseren
Faktoren B und C sich ohne oder mit Zeichenwechsel vertauschen
lassen. Nun hat mar bei der Vertauschung zweier H#usseren Fak-
toren, welche auf einander folgen (nach § 55), nur dann (aber auch
stets dann) das Vorzeichen zu #ndern, wenn die Stufenzahlen bei-
der Faktoren ungerade sind. Man wird also auch die Faktoren
jenes eingewandten Produktes mit oder ohne Zeicherwechsel vertaun-
schen konnen, je nachdem die Stufenzahlen von B und C beide zu-
gleich ungerade sind oder nicht. Die Stufenzahler von B und C
erghinzen aber die der eingewandten Faktoren AC und AB zu der
Stufenzahl des Beziehungssystemes ABC. Nennen wir daher dieje-
nige Zahl, welche die Stufenzahl einer Griosse zu der des Be-
ziehungssystemes erghnzt, die Erginzzahl jener Grosse (in Bezug
auf jenes System), so haben wir das Gesetz: ‘

nDie beiden Faktoren eines eingewandten Productes lassen

sich mit oder ohne Zeichenwechsel vertauschen, je nachdem

die Ergiinzzahlen der Faktoren beide zugleich ungerade sind
oder nicht.“"

Hierin liegt zugleich, dass ein Faktor, welcher das Beziehungs-
system darstellt, sich ohne Zeicheniinderung vertauschen liset, da
seine Erginzzahl null, also gerade ist. Es entspricht dies Gesets
dem in § 56 fir die Hussere Multiplikation aufgestellten, womit
noch der Satz in § 68 tiber die willkithrliche Stellung der Zahley-

grosse zu vergleichen ist. Da hier die Erginssahlen in die Stelle
13*
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der dort verkemmenden Stufensehlen eintreter, so erscheint es
ttherhaupt als zweckmiissig, anch fiir die tibrigen Sitze der ¥uwsseren .
Multiplikation, welche sieh auf die Stufenzahlen bevieben, hier
die entsprechenden aufzusuchen, was natiirlich hier nur geschehen
kann in Bezug auf Produkte aus zweiFaktoren. Es war die Stufen-
zahl eimes Xusseven Produktes von geltendem Werthe die Summe
aus den Stufenzahlen seiner Faktoren. Bei der eingewandien Mul-
tiplikation igt die Stufenzahl des beiden Faktoren gemeinschaftlichen
Systems (nach § 132) als die Stufenzahl der Produktgroese, wenn
diese einen geltenden Werth hat, aufgefasst. Sind a und b die
Stufenzahlen der Faktoren, und h die des Beziehungssystems, was
hier zugleich das n#chstumfassende System ist, so ist die des ge-
‘meinsehaftlichen Systems (g) nach § 126 gleich'a-b—h. Um
hier die Erg#nzaahlen einzufthren, kamn man der Gleichung fol-
gende Gestalt geben
h—g==h—a-Jh—Bb,
oder wenn man die Erginzzahlen mit a’, ¥, g’ bezeichnet,
. g' =m g + b,
d. h. die Erglingzahl eines eingewandten Produktes von geltendem
‘Werthe ist die Summe aus den Ergiinzaahlen seiner beiden Faktoren.
Es bleibt uns noch der Fall, wo das Produkt null ist, zu berticksich-
tigen. Bei der eingewandten Multiplikation trat dieser Fall (nach §
125) dann ein, wenn das beiden Faktoren gemeinschaftliche System
von hisherer Stufe war, als die Stufe der eingewandten Multiplikation
d. h. a-}-b — h betrug, also wenn '
‘g>a-}b—h,d h
h—a4h—b>h—g,

a+b>g,
und ausserdem nur noch, wenn einer der Faktoren null ist, d. h.
»ein eingewandtes Produkt zweier geltenden Werthe ist null, wenn
die Ergitnzzahlen beider Faktoren zusammengenommen grosser sind,
als die Erginzzahl des beiden Faktoren gemeinschaftlichen Systems.
Bin H#usseres Produkt zweier geoltenden Werthe hingegen erschien
als null, wenn die Stufenzahlen der Faktoren zusammengenommen
groeser sind als die des beide Faktoren zuniichst umfassenden Sy-
siemes. Kb stimmen also diese Gesetze flir die -Multiplikations-

oder wenn
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weisen tiberein, wenn man dem Bagriff der Stufensahl gegem den
der Ergiinzzalil und den des niichstumfassenden Systerhs gegen dpa
des gemeinschaftlichen austauscht ; eine Besiehung, welche, wie wir
sehen werden, bei der weiteren Entwickelung ihre Giltigheit bai-
behiilt. C

§ 184. Das Produkt von drei und mehs Fakteren, au welchem
wir nun tibergehen, kann stets auf das von zwei Faktoren zurtiek:
gefuhrt werden, wenn nur die Multipikation sweier Faktoren auch
fiir den Full:feststeht, dass diése Faktoren wieder Produkbe sind. Ia
nun, wenn die Paktoren wieder eingewandte Produkte sind, der Sinh
ihrer Multiplikation noch nicht festgestellt ist, so bedtirfen wir hier
einer newen Definition ; und zwar mtissen wir festsetzen, welche Ba-
deutung eine beliebige Produktgrosse als erster Faktor,.und welche
sie als zweiter Faktor habe. Wenn eine Grtsse als zweiter Faktor
anftritt, so wollen wir sagen, es werde mit ihz multiplicirt, wehn
als erster, sie selbst werde multiplicirt. Ich setze nun fest, ,mit
einer Produktgrisse, welche auf die Form der Unterordnung gebracht,
d. h. so dargestellt ist, dass jeder folgende Faktor dem vorher-
gehenden untergeordnet sei, multipliciren heisse mit ihren Faktores
fortschreitend *) multipliciren, “ und ferner , eine Produktgrisse, welelie
auf die Form der Unterordaung gebracht ist, mit irgend einer Grilssg
multipliciren heisse den letzten Faktor der ersteren mit der letateren
multipliciren (ohne die friiheren Faktoren zn #ndern)“. Hierbei
muss dann battirlich, damit der 8inn der gesammten Multiplfkation
klar sei, die Stufe fiir eine jede der einzelnen Multiplikatiomen, auf
welehe jene eime reducirt wird, bestimmt sein. Dass diese Defini-
tionen fiir jedes reale Produkt ausreichen, werde ich sogleich seigen.
Das Produkt wird nimlieh als ein reales von geltendem Werthe er-
scheinen, wenn bei den einzelnen Multiplikationen die Stufe der ein-
gewandien Multiplikation mit dem Grade der Abkingigkeit fberein-
stimmt ; hingegen wird es null werden, wenn der Grad der Abliingig
keit bei irgend einer dieser Multiplikationen die Stufe der Multipli-

*) Fortachreitend mit einer Reihe von Grissen verkniipfen heisst nach
dem schon friiher eingefiihrten Bprachgebrauch so verkniipfen, dass das
Jjedesmalige Ergebniss der Verkniipfung mit der nlichstfolgenden Grdese der
Reihe verkniipft wird. - ’
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kation tibersteigt, indem dadurch dann einer der Faktoren null wird.
Bloss formale Bedeutung wird es haben, wenn der Grad der Ab-
hiingigkeit irgendwo geringer ist als die Stufe der zugehdrigen
Multiplikation, ohne dass anderswo das entgegéngesetzte Verhiltniss
eintritt.

§ 135. Der Nachweis dafiir, dass die aufgestellten Definitionen
fiir das reale Produkt ausreichen, fillt zusammen mit dem Beweise
des Satzes, dass jedes reale Produkt sich auf die Form der Unter-
ordnung bringen lasse. In der That ldsst sich nach § 132 zuniichst
das Produkt zweier reiner Faktoren (so kiinnen wir solche Faktoren
nennen, die nicht wieder als eingewandte Produkte erscheinen) auf
die Form der Unterordnung bringen. Kommt nun zu einem solchen
Produkt A.B, wo B dem A untergeordnet sei, ein dritter reiner
Faktor hinzu, welcher mit B im co-ten Grade der Abh#ngigkeit steht,
mit A im (c-}-d)-ten, whhrend seine eigne Btufenzahl c¢--d-{-e
betriigt, so wird er sich darstellen lassen in der Form CDE, wo C
dem B (also auch dem A) untergeordnet ist, und CD dem A, wihrend
sonst keine Abhungigkeit stattfindet, vorausgesetst nimlich, dass
¢, d, e die Stufenzahlen von C, D, E sind. Ist dann das Produkt
ein reales von geltendem Werthe, d. h. stimmt die Stufe der Multi-
plikation mit dem Grade der Abhungigkeit itberein, so lisst sich
seigen, dass

' A.B.CDE==AE.BD.C
sei. In der That, da hier die Produktgrisse A .B in der Form der
Unterordnung erscheint, so wird sie mit einer andern Grosse CDE
multiplicirt, indem man den letzten Faktor mit derselben multiplicirt ;
also ist -
A.B.CDE==A.(B.CDE).

. Es ist aber B.CDE, da C dem B untergeordnet, und c der
Grad der Multiplikation ist, gleich BDE . C (nach § 182), also jenes
‘Produkt

== A .(BDE.C).

Da hier C dem B, also auch dem BDE untergeordnet ist, so
multiplicirt man nach dem ersten Theil der Definition (§ 134) mit
BDE. C, indem man zuerst mit BDE und das Ergebniss dieser Mul-
tiplikation mit C multiplicirt. Nun ist aber A .BDE, da B und D,
also auch BD, dem A untergeordnet sind, und (b4-d) den Grad
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der Multiplikation darstellt, gleich AE.BD; also ist der obige Aus-
druck .
== AE.BD.C.

Dieser Ausdruck hat die Form der Unterordnung, da C dem
B, also auch dem BD, BD aber dem A, also auch dem AE unterge-
ordnet ist. Somit ldsst sich das fortschreitende Produkt von drei
reinen Faktoren stets auf die Form der Unterordnung bringen.
Kommt nun noch ein vierter Faktor hinsu, so kaun man zuerst die
3 ersten auf die Form der Unterordnung bringen.

Es sei A.B.C diese Form. Tritt nun ein vierter Faktor hin-
zu, so muss, damit der Sinn der Multiplikation ein bestimmter sei,
festgesetzt sein, in welchem Grade der Abhingigkeit er mit jeder
der drei Grossem A, B, C stehen muss, wenn das Produkt einen
realen geltenden Werth haben soll; es mége dann der vierte Faktor
von C im d-ten Grade abhiingig sein, von B im (d-}-e)ten, von A
im (d4 e-}-f)ten Grade, wihrend er selbst zur Stufenzahl d{-e
~ £+~ g habe, so wird er sich in der Form DEFG darstellen lassen,
wo D dem C, E dem B, F dem A untergeordnet ist, und d, e, f, g
die Stufenzahlen von D, E, F, G darstellen. Dann kann man zei-
gen, dass .
A.B.C.DEFG==AG.BF.CE.D
sei. Denn es ist

A.B.C.DEFG =A.B.(C.DEFG)

== A .B.(CEFG.D),
da nimlich D dem C untergeordnet ist. Da nun CEFG.D in der
Form der Unterordnung erscheint, so kann man mit seinen einzelnen
Faktoren CEFG und D fortschreitend multipliciren; B giebt aber
mit CEFG multiplicirt, da C und E, also auch CE dem B unterge-
ordnet sind, den Ausdruck BFG.CE. Man erhiilt also den obigen
Ausdruck o

== A .(BFG.CE).D

= A . BFG.CE.D.

== AG.BF.CE.D,
da nimlich B und F, also auch BF, dem A untergeordnet sind. Also
erscheint aueh das fortschreitende Produkt aus vier reinen Faktoren
in der Form der Unterordnung, und es lisst sich schon tibersehen,
wie ganz auf dieselbe Weise folgt, dass itberhaupt ein fortschreiten-
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des Prodnkt aus beliebig vielen reinem Faktoren sich auf die Form
der Unterordnung bringen lisst. Ist nun aber dies der Fall, so wird,
da nach den Definitionen sich die Mpaltiplikation tiberhaupt auf die
fortachreitende Multiplikation reiner Gr¥ssen zurtickftlaren lHsst, -
dasselbe auch ven beliebigen reslen Produksten gelten, wikmlich dase

njedes reale Produkt sich in Form der Unterordnung darstel-

Jen lgast.*

Es reichen daher in der That die obigen Definitionen fiir das
reale Produkt aus, und die Form der Unterordnung, als die einfachste,
auf die sich das reale Produkt lmngon litest, bestimmt die Bedeutung
desselben.’

§ 136. Es entsteht uns nun die Aufgabe, die verschiedenen
Umgestaltungen, welche nach der bis hierher geftihrten Darstéllung
das eingewandte Produkt zuliisst, in ein einfaches Hauptgesetz zu-
sammenzufassen, auf welches wir dann in der Folge stets zuriick-
gehen ktnnen, wenn es sich um solche Umgestaltungen handelt.
Wir brauchen, um dazu zu gelangen, nur die im vorigen Paragra-
phen entwickelten Umgestaltungen weiter fortzufthren und in Worte
zu kleiden. Es ergab sich dort, dass

A.B.CDE=AE.BD.C

sei, wenn B dem A untergeordnet ist, C das System darstellt, was
CDE mit B, also auch mit A gemeinschaftlich hat, und CD das Sy-
stem darstellt, was CDE mit A gemeinschaftlich hat, und tiberdies
die Art der Multiplikation so angenommen ist, dass sie unter die-
sen Voraussetzungen einen geltenden realen Werth liefert. Unter
denselben Voraussetzungen ergiebt sich nimlich auch
EDC,.B.,A=EA.DB.C,

Denn :
EDC.B.A==(EDC.B).A

: . == (EDB.C).A;
und da EDB.Q in der Form dexr Unterordnung erschemt so maulti-
plicirt man e (nach § 134) mit A, indem man C mit A multiplicirt ;
da C dem A ubtergeerdmet ipt, 80 iat hisr nach § 133 die Orduung
gleichgiiltig; wan arbﬁlt also den zuletzt gefundenen Auwsdruek

= EDB.(A.C);

da wwdu A.C aunf dis Form der Unterordnung gebraeht ief, pe
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k&numhnrnﬁtAundemhmtendmulhplm nudahﬁt
den letaten Augdruck
=EA.DB. C.

Auf dieselbe Form nun fibrt der .Ausdruck
: EDC.A.B oder EDC.(A.B) .
zuriiok ; nitmlieh da EDC. A gleich EA .DC ist, 50 hat man jenen
Aysdruck

EDC.A.B==EA.DC.B
== EA.DB.C.

Daraus folgt alro, dass man in eipem Produkte von realem
geltenden Werthe mit swei einander eingeordneten®) Faktoren
fortschreitend im beliebiger Ordnung wultipliciren, oder such mjt
ibrem Produkte suf einmal multipliciren darf. Wemn ¢, d, e die
Stufenzshlen von C, D, E sind, go ist hier angenommen (e. den ver
rigen §), dase EDC von A im (c-}-d)ten Grade von B im cten
Grade abhiinge, und da in beiden Produkten

EDC.A.Bwnd EDC.B.A
die Multiplikationsweise als eine reale von geltendermn Werthe ange-
nommen ist, wenn der so eben bezeichnete Grad der Abbiugigkeit
statifindet, so wird jedes von beiden Produktem dann aber anch
nur dapn null werden, wenn der Grad der Abhingigkeit wiiehst,
el¢o wird, wenn eins dieser Produkte nnll wird, auch das andare
oall werden milssen. Somit bleibt das angefithrie Gesets auch be-
gtehen , wean das Produkt nur als ein reales aufgofasst ist, und de
o sich von 3 einander eimgeordneten Faktoren unmittelbar anf
mehrere libertragen ligst, so haben wir dem Satz:

n3tatt mit einem Produkte ven einander eingeorndneten Fakbo-

ren 3u multiplicirerd kann man mit den ecinselnen Faktoren

fortsehreitend maultipliciren und zwar in beliebiger Ordunng.“

Hierbei haben wir die Multiplikationsweisen so angenommen,
dass das Produkt bei demselben Abhingigkeitsverhiltniss in allen
diesen Formen gleichzeitig als real erscheint. Dies Gesetz drilckt
somit eige Erweiterung des zweiten Theils der Definition (§ 134)
aus, dass man, statt mit einem Produkt, welches in Form "der

*) Einander eingeordneie Griossen nenmen wir solehe, von denen du
eine der andern untergeordnet ist.
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Untérordnung erscheint, mit den Faktoren desselben fortschreitend
multipliciren darf. Das Gresetz, was den ersten Theil der Definition
(§ 134) verallgemeinert, nfimlich dass man ein Produkt aus ein-
ander eingeordneten Faktoren mit einer Grosse multiplicirt, indem
man den letzten Faktor mit derselben multiplicirt, ergiebt sich
leioht auf #huliche Weise, wie das obige Gesetz, ist aber von ge-
ringerer Bedeutung. Uebrigens ist klar, dass in dem obigen Gesetz
zugleich das Gesetz tiber den mittleren - Faktor in § 132 liegt;
n#mlich
BA.AC==BAC. A,

indem man, statt B fortschreitend mit A and dem ihm iihergeordneten
AC zu multipliciren, auch in umgekehrter Folge multipliciren darf.

§ 137. Wir verlassen den allgemeinen Begriff des einge-
wandten Produktes und beschriinken die Betrachtung auf den Fall,
dass die Multiplikation sich stets auf dasselbe Hauptsystem beziehe.
Da nun ein jedes solches Produkt nach § 132, wenn és aunf die Form
der Unterordnung gebracht ist, als ersten Faktor entweder nothwendig
eine das Hauptsystem darstellende Grosse hat, oder doch in dieser
Form dargestellt werden kann, so folgt, dass, wenn man auf ein Pro-
dukt aus mehreren Faktoren, welches sich auf dasselbe Hauptsystem
besieht, das in § 185 mitgetheilte Verfahren anwendet, das Produkt
pieh auf die Form bringen lisst, dass alle Faktoren mit Ausnahme
des letaten das Hauptsystem darstellen.*) Bringen wir alle jene
vorangehenden Faktoren, welche das Hauptsystem darstellen, durch
Anwendung der allgemeinen multiplikativen Formiinderung auf den-
selben Grtsgenwerth, und fassen diesen Werth als Hauptmass auf, so
ktnnen wir dann den letsten Faktor, wie es in § 182 schon in Be-
gug auf zwei Faktoren festgestellt ist, ,den eigenthtimlichen (spe-
cifischen) Werth oder Faktor jener Produktgroese in Besug auf dies

*) Es sei z. B. H. A . B dies Produkt, in welchem H das Hauptsystem
darstelle, indem niimlich das Produkt der beiden ersten Faktoren schon auf
die verlangte Form gebracht ist; nun sei Be=CD, wo im Falle, dass das
ganze Produkt geltenden Werth habe, AD das Hauptsystem darstelle. Dann
ist jenes ganze Produkt gleich H.AD .C, was die verlangte Form hat. Ist
das ganze Produkt null, so kann man die ersten Faktoren beliebig setzen,
wenn nur der letste null ist; also kann auch dann das Produkt auf die ver-
langte Form gebracht werden.
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Hauptmass“ und das System desselben ,das eigenthiimliche System“
der Produktgrisse nennen, und die Stufenzahl dieses Systems als
Stufenzahl jener Produktgrisse selbst auffassen. Wir kinnen ferner
die Grossen, welche durch eingewandte Multiplikation reiner Grdssen
(s. § 185) hervorgehen, Beziehungsgrissen nennen, weil sie nur -in
ihrer Beziehung auf ein System oder ein Mass eine einfache Be-
deutang gewinnen. Als eigenthitmlicher Werth einer reinen Grosee
erscheint nattirlich diese Grdsse selbst. Es gilt auch noch das, was
wir in § 128 tiber die Bezeichnung der Multiplikation bei zwei Fak-
toren sagten, dass es nimlich, wenn einmal das Hauptsystem als Be-
ziehungssystem feststehe, als tiberfltissig erscheine, die #ussere Multi-
plikation von der eingewandten oder die verschiedenen Grade der
letzteren durch die Bezeichnung zu unterscheiden.*) Dagegen tritt
hier ein neuer Unterschied hervor, nimlich der zwischen reinen
und gemischten Produkten. N#mlich reine Produkte nenne ich
solche, deren Faktoren fortschreitend stets durch dieselbe Art der
Multiplikation verkntipft sind, d. h. entweder nur durch #usezere Mul-
tiplikation (#ussere Produkte), oder nur durch eingewandte auf
ein und dasselbe System beztigliche (reine eingewandte Produkte) ;
gemischte hingegen nenne ich solche, deren Faktoren fortschreitend
entweder durch beiderlei Arten der Multiplikation (#ussere und ein-
gewandte) verkntipft sind, oder zwar bloss durch eingewandte aber
auf verschiedene Systeme bestigliche. Da die reinen und die ge-
mischten Produkte verschiedenen Gesetzen unterliegen, so ist ihre
Unterscheidung sehr wichtig ; und obgleich eine Unterscheidung durch
die Bezeichnung nicht nothwendig ist, indem durch die Stufenzahlen
der Faktoren, wenn das Hauptsystem als Beziehungssystem feststeht,
auch schon immer hestimmt ist,- ob das Produkt ein reines oder ge-
mischtes sei, so erscheint eine solche Unterscheidung doch in vielea

*) Ganz anders wiirde dies bei der allgemeinen realen Multiplikation
sein, indem bei ihr die verschiedenen Grade der Abh#ingigkeit zwischen den
einzelnen Faktoren festgestellt werden miissten, bei denen das Produkt noch
einen geltenden Werth hiitte. Das Produkt aus mehreren Faktoren wiirde
dann seiner Art nach durch eine Reihe von Zahlen bestimmt sein, welche
Jjene Abhiingigkeitsgrade darstellten; diese Bestimmung wiirde also eine zu-
sammengesetzte sein, und nicht mehr einen einfachen Begriff darstellen. Und
dies ist der Grund, weshalb wir diesen allgemeinen Fall hier fibergangen
haben, . :
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Fillen als selir béquem. Ich will mich daher in solchen Fillen der
Punkte bedienen, um durch sie die Faktoren des reinen Produktes
von einander abzusondern, und will daher festsetzen, dass, wo Punkte
gur Bezeichinng der Multiplikation angewandt werden, dann auch
stets, wenn sie gar keiner oder derselben Klammer eingeordnet sind,
durch #ie Faktoren eines reinen Produktes von einander abgesondert
werden, wobei &ann ein Produkt von unmittelbar znsammenge-
schriebenen Grissen in Bezug auf diese Punkte jedesmal als Ein
Faktor erscheint; z. B. bedeutet AB.CD.EF ein reines Produkt,
dessen Faktoren AB, CD, EF sind.

§ 138. Wir ktnnen nun die in § 133 fiir swei Faktoren er-
wiesenen Sitze auch auf mehrere Faktoren iéibertragen. Zuerst was
die Vertauschung betrifit, so zeigt sich, dass abch bei mehreren
Faktoren die Btellung eines Faktors, der das Bezichungsaystem dar-
stellt, gans gleichgiiltig ist; und daraus folgt dann tiberhaupt, dass
man , wm zwei Produktgrissen zu multipliciren, nur ihre eigenthitm-
licken Werthe in Beaug auf irgend ein Hauptmsss zu multipliciren,
und diesem Produktie das Hauptmass 80 oft als Faktor hinzugufligen
hat, als es in beiden Grossen zusammengenommen als Faktor vor-
kommt; z. B. ist H*A .H * B, wo H das Hauptmass darstellt, gleich
H™H"A .B oder gleich H=+*A.B.. Hierin liegt dann, dass swei
Produktgrissen, welche als Faktoren zusammentreten, gleichfalls mit
oder ohne Zeichenwechsel vertauschbhar sind, je nachdem ihre Er-
ghiizzahlen heide‘uugleicl; ungerade sind oder micht. Die folgenden
Siitze jenes Paragraphén komnen wir nur auf reine eingewandte
Produkte itbertragen. Da nimlich bei zwei Faktoren eines einge-
wandten Produktes von geltendem Werthe, dis Ergiinzashl des Pro-
duktes die Summe ist aus den Erginzzahlen de¢ Faktoren, so bleibt
dies Gedets bestehen, wenn zu diesem eingewandten Produkte wieder
ein eingewandter Faktor hinzutritt und dasProdukt wieder geltenden
Werth bebilt; es ist dann die Ergiinzzahl des Gesammtproduktes,
wie sogleich durch zweimalige Anwendung des fiir 2 Faktoren be-
wiesenen (fesetzes einleuchtet, die Summe aus den Ergtinasahlen der
Faktoren und so fort fiir beliebig viele Faktoren. Da tiberdies das
Produkt zweier Faktoren dann und nur dann als eingewandtes er-
scheint, wenn die Summe der beiden Stufenzahlen grisser, d. h. die
die Summe der Ergiinzzahlen kleiner istals die Stufenzahl des Haupt-
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systems, so wird auch das geltende Produkt aus drei und mehr Faktoren
dann und nur dann als. reines eingewandtes erscheinen, wenn die
Summe der Ergiinzzahlen stets kleiner bleibt als die Stufenzahl des
Hauptsystems, d. h. wenn die Summe aller Ergiinszahlen der Fak-
toren noch kleiner bleibt als die Stufenzahl des Hauptsystems. Um
endlch auch den Satz aus § 133 iiber das Nullwerden hier zu itber-
tragen, erinnern wir daran, dass die Summe der Erginssahlen sweier
Grissen, welche das Beziehungssystem als nichstumfhssendes System
haben, und also als Produkt einen geltenden Werth darbieten, gleich
der Ergiiuzzahl ihres gemeinschaftlichen Systemes ist; dass aber,
wenn das nichstumfassende System niedriger ist als das Besiehungs-
system, und das Produkt also null ist, die Stufenzahl des gemein-
schaftlichen Systems grisser, seine: Ergiinzzahl also kleiner wird, als
die SBumme der zu den Faktoren gehtrigen Erginzaahlen. Tritt
nun ein Faktor hinzu, so ist das gemeinschaftliche System aller Fak-
toren dasjenige, was der hinzutretende Faktor mit denx allen vorher-
gehenden Faktoren gemeinschaftlichen Systeme selbst wieder gemein-
schaftlich hat. XEs wird also, sobald das gesammte Produkt geltenden
Werth behilt, die Summe aller Ergiinzzahlen gleich der Erginzzahl
des den simmtlichen Faktoren gemeinschaftlichen Systemes sein;
wenn aber durch irgend eimen Faktor, welcher hinmutritt, das Pro-
dukt null wird, ohne dass der hinzutretende Faktor selbst null ist, so
wird dort die Erg#inzsahl des gemeinschaftlichen Systemes kleiner
werden, und somit auch, wenn noch neue Faktoren himzutretea,
kleiner bleiben als die jedesmalige Summe aus den Erginzzahlen
der Faktoren. KEs wird also ein reines eimgewandtes Produkt,
dessen Faktoren geltende Werthe haben, dann und nur dann nwll
werden, wenn die Exgiinazahl des allen Faktoren gemeinschaftlichen
Systems kleiner ist als die Summe der Brglinzzahlen der Faktoren,
Auch liegt in der Art der Beweisfilhrung, dass der eigenthiimliche
Werth eines solchen Produktes, wenn es nicht null ist, das dem
stmmtlichen Faktoren gemeinsehaftliche System darstellt. Fassen
wir nun die iiber die Ergiinzzahlen aufgestellten Gesetze zusammen
und schliessen die entsprechenden Gesetze tiber die Stufenzahlen
#usserer Produkte mit hinein, so erhalten wir den Satz:

nEin Produkt aus beliebig vielen Faktoren von geltenden

Werthen ist ein reines, wenn entweder die Stufensahlen oder di¢
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Ergiinzzahlen der Faktoren susammengenommen kleiner sind
als die Stufensahl des Hauptsystems, und zwar im ersteren Falle
ein Husseres, im letsteren ein eingewandtes, hingegen ein ge-
mischtes, wenn keins von beiden der Fall ist. Das reine Pro-
dukt ist null im ersten Falle, wenn die Stufenzahlen der Faktoren
zusammengenommen grisser sind als die Stufenzahl des die Fak-
toren sunlichst umfassenden Systemes, im letzteren, wenn die
Erginszsshlen der Faktoren zusammengenommen grisser sind
als die Erginzzahl des den Faktoren gemeinschaftlichen
Systemes. Wenn das reine Produkt einen geltenden Werth hat,
so stellt der eigenthtimliche Werth desselben im ersten Falle
das niichstumfasende, im letzteren das gemeinschaftliche System
dar; und im ersteren Falle ist die Stufenzahl desselben die
Summe aus den Stufenzahlen der Faktoren, im letzteren ist
seine Erginzzahl die Summe aus den Erginzzahlen der
Faktoren.*
§ 139. Wir schreiten nun zu dem multiplikativen Zusammen-
fassungsgesetz, d. h. wir untersuchen, ob und in welchem Umfange
PQR —P(QR)
gesetzt werden konne. Schon aus dem Satze in § 136 geht hervor,
dass fiir das gemischte Produkt dreier Faktoren jenes Gesetz im All-
gemeinen nicht gelte®); hingegen wollen wir zeigen, dass dasselbe
fur das reime Produkt im allgemeinsten Sinne gelte, dass also nach
der in § 137 eingefithrten Bezeichnung allemal
P.Q.R=P.(Q.R)
sel. Zundichst leuchtet ein, dass, wenn die Giiltigkeit dieses Ge-
setzes nachgewiesen ist fiir den Fall, dass P, Q, R reine Grissen
gind, sie damit auch zugleich fiir den Fall, dass dieselben smmt-
lich oder zum Theil Besiehungsgrbssen sind, nachgewiesen sei.
Denn nach dem vorigen Paragraphen hat man Beziehungsgrissen
80 mit einander zu multipliciren, dass man ihre eigenthtimlichen
Werthe in Bezug auf ein und dasselbe Hauptmass mit einander

*) Allerdings kinnen Fille aufgefiihrt werden, in welchen vermittelst
des Satzes in § 136 unser Gesetz auch dann noch seine Anwendung findet;
allein diese Fille sind so vereinzelt, die Bedingungen, unter denen sie ein-
treten, so susammengesetzt, dass aus ihrer Aufzihlung der Wissenschaft kein
‘Vortheil erwkchst,
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multiplicirt nnd dem Produkte, gleichviel anf welcher Stellé, so oft
das Hauptmass als Faktor hinzufigt, als es in beiden Grissen gu-
sammen 3als Faktor enthalten war. Da man hiernach also in einem
Produkte tiberhaupt jeden Faktor, der das Hauptmass darstellt, auf
eine beliebige Stelle setzen und beliebig aus einer Klammer heraus
oder in eine solche hineinriicken kann, so folgt, dass jenes Gesets,
wenn es flir reine Grossen gilt, es auch flir Beziehungsgrissen, alee
allgemein gelte. Nun gilt es zuniichst nach den Gesetzén der
dusseren Multiplikation fiir dussere Produkte reiner Gréssen, also
auch fir ¥ussere Produkte iiberhaupt. Es bleibt also nur zu be-
weisen tibrig, dass es auch fiir das reine eingewandte Produkt reiner
Grossen gelte. In diesem Falle kommt es darauf an zu zeigen, dass
P, Q, R, wenn das eingewandte Produkt einen geltenden Werth hat,
sich in den Formen ABC, ABD, ADC, darstellen lassen, so dass
zugleich ABCD das Hauptsystem darstellt. Es seien die Erghnz-
zahlen der Grossen P, Q, R beziehlich d, ¢, b, so ist die Ergiinzzahl
des Produktes oder des den drei Faktoren gemeinschaftlichen Systemes
A nach § 138 (am Schlusse) gleich der Summe jener Zahlen, also
gleich b4 c—-d; und ist also a die Stufenzahl jenes gemeinschaft-
lichen Systemes, so ist die des Hauptsystemes gleich a4 b c—-d.
Zwei der Faktoren, z. B. P und Q, werden nach demselben Satze
ein System gemeinschaftlich haben, dessen Erginzzahl die Summe
ist aus den Erginzzahlen jener Faktoren, also hier gleich ¢ -d ist;
also ist die Stufenzahl dieses gemeinschaftlichen Systemes gleich
a-}b; es wird somit dies System durch ein Produkt AB dargestellt
werden konnen, in welchem B von b-ter Stufe und von A unabhiingig
ist. Ebenso wird das dem P und R gemeinschaftliche System von
(a 4 c)-ter Stufe sein, und also eine von A unabhiingige Grosse c-ter
Stufe C in sich fassen. Und zwar muss dann C von AB unabbingig
gein ; denn wire es davon abhiingig, d. h. hiitte C mit AB irgend eine
Grisse gemeinschaftlich, so wiirden die drei Faktosen P, Q, R diese
Grosse, also eine von A unabbiingige Grosse, gemeinschaftlich ent-
halten, was mit der Annahme streitet. Somit sind nun der Grdsse
P drei von einander unabhiingige Grissen A, B, C untergeordnet,
also auch ihr Produkt ABC. Es muss sich daher P als Produkt
darstellen lasgen, dessen einer Faktor ABC ist; da P aber selbnt\
von (a-}b--c)-ter Stufe ist, so wird der andere Faktor, den P
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ausser ABC enthiilt, von nullter Stufe, d. h. eine blosse Zahlengrisse

seiy, also P sich als Vielfaches von ABC darstellen lassen. Q und R

endlich werden sus demselben Grunde einen von A unabhingigen

Faktor D gemeinschafilich haben, md so werden sich die Grossen

P, Q, R besiehlich als Vielfache von ABC, ABD und ADC dar-

stellen lassen; ja da fir die Grdssen A, B, C, D nur die Systeme,

welche durch sle dargestellt werden, bestimmt sind, sie selbst also

beliebig gross angenommen werden konnen, 80 wird man dieselben,

wie leicht zu sehen ist, auch so annehmen kinnen, dass die Grdssen -
P, Q, R jenen Werthen gleich sind, also

P.Q.R=ABC.ABD.ADC

ist. Da das ganze Produkt, wie wir voraussetzten, einen geltenden
Werth haben soll, also auch z. B. das Produkt ABC.ABD, so muss
hier das nichstumfassende System, also ABCD, zugleich das Be-
ziehungssystem sein. Es ist daher dies Produkt gleich ABCD.AB;
also der ganze Ausdruck

=ABCD.AB.ADC
= ABCD.ABDC. A.

Auf dieselbe Form nun lisst sich das andere Produks. P.(Q.R)
bringen; denn Q.R oder ABD.ADC ist gleich ABDC.AD, also

P.(Q.R)==ABC.(ABDC.AD).

Da mun ABDC das Hauptsystem darstellt, so ktnnen wir nach §138
die eigenthtimlichen Werthe unter sich multipliciren und ABDC als
Faktor hinzufigen. Wir erhalten aber ABC.AD gleich ABCD. A,
also ist der obige Ausdrack
== ABOD.ABDC. A.

Da aleo die beiden Produkte P.Q.R und P.(Q.R) demselben
Ausdrucke gleich sind, so sind sie auch unter sich gleich. Wir
nahmen bei dieser Beweisfithrung an, dess die Produkte einen gelten-
den Werth hatten. Nun kbnnen sie aber auch nur gleichzeitig
null werden, weil nach § 138 das Nullwerden dann und nur dann
eintritt, wenn das den Faktoren gemeinschaftliche System von htherer
Stufe ist, als die Summe der Erghinzzahlen betriigt, und dies bei
beiden Produkten nur gleichzeitig eintretert kann. Also bleibt auch
fir diesen Fall die Gleichheit beider Produkte bestehen. Das Gesets
gilt daher allgemein fir reine Grossen, also muss es nun auch, wie
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wir oben sahen, fur Besiohungagriesen gelten; so dass allgemein fiir
die reine Multiplikation tiberhanpt
P.Q.R==P.(Q.R)

ist. De nun endlich das Zusammenfassungsgesetz, wenn es fiir drei
Faktoren gilt, auch filr beliebig viele gelten muss (§ 3), so ergiebt
sich der allgemeine Satz:

nDie Faktoren eines reinen Produktes lasseén sich beliebig su-

sammenfassen. ¢

§ 140. Fur die Addition der Besiehungsgriesen bietet sich
das allgemeine multiplikative Beziehungsgesetz als begriffsbestimmend
dar. Man hat dann nur beide auf die Form der Unterordnung zu
bringen. Auf diese Form gebracht, erscheinen dann beide als
summirbar, wenn einestheils das Hauptmass in beiden gleichvielmal
als Faktor erscheint, und anderntheils die Grissen selbst eine gleiche
Stufenzahl haben; und zwar werden sie dann addirt, indem man die
eigenthtimlichen Werthe addirt, und der Summe das Hauptmass so
oft als Faktor hinzufiigt, als es in jedem der Produkte als Faktor
enthalten war*). Das allgemeine Beziehungsgesetz ist, dass

P.Q+R)=P.Q+P.R,
und
Q+R).P=Q.P+4R.P
sei. Die Gultigkeit desselben haben wir zuniichst nur fir den Fall
nachzuweisen, dass die Grissen P, Q, R reine sind; indem das
Hingutreten beliebiger Faktoren, die das Hauptmass darstellen, aut
welches sich die Grissen beziehen, nichts #ndern kann. Wir nehmen
daher zuerst an, P, Q, R seien reine Grissen. Es sei, um die Stiicke
der Summe
P.Q+4P.R

auf die Form der Unterordnung zu bringen, Q==AB, wo A dem
P untergeordnet ist, PB aber das Hauptsystem daratellt, auf welches
sich die Multiplikation bezieht, und gleich H gesetzt werden mag,
und eben so sei R ==CD, wo C dem P untergeordnet ist und PD das
Hauptsystem darstellt. Da hier D beliebig gross angenommen wer-

*) Diese Bestimmung dient eben als Definition, indem wir unter der
Summe gweier Beziehungsgréssen die auf die angegebene Weise gebildete
Summe verstehen. i

14
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den kann (indem C dann nur im umgekehrten Verhitknisse wie D
getindert werden muss), 80 kann man es so annehmen, dass
PDe=PB==H
‘ P.Q+4P.Re=HA{| HC==H(AC),
letzteres nach der Definition. Auf dieselbe Form nun konnen wir
auch P.(Q-}R) bringen. Numlich da PD gleich PB ist, so folgt,
dass D auch gleich B plus einer von P abhlingigen Griisse, die wir
K nennen wollen, gesetst werden kénmne; somit ist R, was gleich CD
gesetat war, gleich C (B -4~ K), oder gleieh CB-{-CK. Also ist
_ P.(Q4R)==P.(AB-CB-CK).
Da hier K von P abhiingig ist, CK also von P in einem htheren
Grade abhiingt als CB, so kann es mit P kein geltendes Produkt
liefern, kann also nach § 125 weggelassen werden. Es ist also der
obige Ausdruck
e=P.(AB-+}CB)
=P.(A+4C)B.
Da hier A und C, also auch (A - C) dem P untergeordnet sind, PB
aber oder H das Hauptsystem darstellt, so ist der letzte Ausdruck
wieder
=H(A+4C).

Also sind die beiden zu vergleichenden Ausdriicke P.(Q-R) und
P.Q—+P.R demselben dritten Ausdrucke gleich, also auch beide
unter sich gleich. Kommt nun ferner zu P das Hauptmass mehrmals,
etwa m mal, als Faktor hinzu, und eben so auch zu Q und R, zu
den letzteren aber gleichvielmal, damit sie summirbar bleiben, etwa
n mal; so ist das so gut, als kiime H zu jedem von den beiden Awus-
driicken (m —-n) mal als Faktor hingu, also bleiben sie gleich, wenn
sie es vorher waren. Da nun endlich dasselbe sich auch von den
beiden Ausdriicken (Q - R).P und Q.P+4R.P sagen lisst, so
folgt, dass das multiplikative Beziehungsgesetz auch fiir diese neuen
Arten der Addition und Multiplikation ganz allgemein gilt. Somit
gelten nun auch alle Gesetze, die darauf gegriindet sind, d. h.

»Alle Gesetze, welche die Beziehung der Multiplikation und

Divigion zur Addition und Subtraktion ausdriicken, gelten noch

immer allgemein fir jede Art der Addition und Multiplikation

die bisher festgestellt ist.“
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§ 141. Fir die Division*) ergiebt sieh sogleich, daas sie nur
dann real ist, wean Divisor und Dividead eisander eingeordnet sind,
d. h. wenn entweder der Divisor dem Dividend untergeordnet ist,
oder dieser jenem. Im ersteren Falle ist die Division eine iussere,
im letzteren eine eingewandte; wenn dalier beide Fille zungleich
eintreten, d. h. wenn Divisor und Dividend einander gleichartig
gind, so kann die Division sowohl als #ussere, wie auch als einge-
wandte aufgefasst werden. Und zwar gelten diese Bestimmungen
nicht nur, wenn die zu verkniipfendeh Girissen reine Grossen, sondern
auch wenn sie Beziehungsgrossen sind. In dem letzteren Falle
kommt es dann darauf an, dass die eigemthiimlichen Werthe in der
angegebenen Besiehung stehen, wihrend das Hauptsystem, aunf welches
sich beide Grissen beziehen, dasselbe ist. Hierbei kann dann der
Fall eintreten, dass das Hauptmass i Divisor tfter als im Dividend
als Faktor vorkommt; der Quotiemt erscheint dann als eine reine
Grbtsse, welche mehrmals durch das Hauptmass dividirt ist, oder
welche mit einer Potenz des Hauptmasses multiplicirt ist, deren
Exponent negativ ist. Wir fassen daher auch diese neue Grisse
als Beziehungsgrosse auf, und nennen den Exponenten derjenigen
Potenz des Hauptmasses, mit welcher der eigenthiimliche Werth
einer Beziehungsgrisse durch Multiplikation verbundenist, den Grad
der Beziehungsgrisse. Es ist somit die neue Grisse eine Beziehungs-
grosse, deren Grad negativ ist, wiihrend der Grad der vorher be-
trachteten positiv war, und .auch die reine Grilese kamn nun als
Beziehungsgrsse nullten Grades aufgefasst werden. Hierbei muss
ich noch bemerken, dass die Grossen nullter Stufe, und die das
Hauptsytem darstellenden Grossen, d. h. die Griiesen o-ter und h-ter
Stufe (wenn h die Stufengahl des Hauptsystems ist) auf eine zwie-
fache Weise aunfgefasst werden kiomnen. Niimlich ,eine Grosse
nullter Stufe und n-ten Grades kann als Grosse h-ter Stufe und
(n—1)ten Grades aufgefasst werden“, indem man den eigenthtimlichen
Werth jener Grisse, welcher eine blosse Zahlengrisse ist, mit einem
der Faktoren, welche das Hauptmass darstellen, multiplicirt denkt,
und dies Produkt als eigenthiimlichen Werth jener Grisse auffasst,
wodurch nattirlich der Grad derselben wm 1 abnimmt. Eben so

*) Vergleiche die Anmerkungen zu Seite 7 und 12, (1877.)
14°
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kann umgekehrt ,jede Grsse h-ter Stufe und n-ten Grades als Grosse
nullter Stufe und (n— 1)ten Grades aufgefasst werden.“ Im All-
gemeinen wollen wir es vorsiehen, eine solche Grisse als Grisse
null-ter Stufe zu betrachten. — Es kommt uns nun darauf an, die
Eindeutigkeit des Quotienten au untersuchen. Es sei zu dem Ende
A der Dividend, B .der Divisor als erster Faktor, C ein Werth des
Quotienten, so dass
B.C=A-

ist, und der Quotient in der Form g— erscheint. Jeder Werth nun,

-welcher statt C gesetat jemer Gleichung gentigt, wird auch als ein
besonderer Werth dieses Quotienten aufgefasst werden ktnnen. Jeder
- golche Werth wird aus dem Werthe C durch Addition erzeugt werden
ktnnen, und zwar muss dann das zu C hinzuaddirte Stick mit B
multiplicirt null geben, wenn das Produkt gleich A bleiben soll, und
jedes solche hinzuaddirte Sttick wird auch das Produkt gleich A
lagsen; nun ktnnen wir ein solches Sttick, was mit B multiplicirt O
giebt, allgemein mit % bezeichnen, und daher sagen, wenn C ein
besonderer Werth des Quotienten ist, und B der Divisor, so sei der
vollstindige Werth des Quotienten gleich

0
c+ B
wie wir dies schon fiir die #ussere Division in § 62 dargethan haben.

Doch miissen wir hierbei stets festhalten, dass hier unter (])3_ zugleich

eine mit C addirbare Grisse verstanden sein muss, d. h. eine Grosse,
welche mit C von gleicher Stufe und gleichem Grade ist. Es wird
also der Quotient eindeutig sein, wenn unter dieser Voraussetzung

% jedesmal O ist, d. h. es keine andere Grosse dieser Art X giebt,

die mit B multiplicirt null giebt, als null selbst. Da das Produkt
einer Grdsse nullter Stufe, welche selbst nicht null ist, oder einer
Groese, die das Hauptsystem darstellt, jedesmal einen geltenden
Werth liefert, wenn der andere Faktor einen geltenden Werth hat,
so folgt, dass wenn B einen geltenden Werth hat und zugleich ent-
weder B selbst oder auch X eine Grosse nullter oder h-ter Stufe ist,
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allemal X null sein miisse, wenn B.X null sein sall. Es wird also
auch in diesem Falle der Quotient eindeutig sein. Aber auch in.
keinem andern. Denn wenn beide Griossen B und X von mittlerer
Stufe sind, d. h. wenn ihre Stufenzahlen zwischen O und h liegen,
so wird X, ohne dass es null wird, stets so angenommen werden
ktnnen, dass B und X von einander abhingig sind, und ihr niichst-
umfassendes System doch nicht das Hauptsystem selbst ist; es wird
also alsdann nach § 128 einen geltenden Werth fiir X geben, dessen
Produkt mit B null giebt, d. h. es wird dann der Quotient nicht ein-
deutig sein. Ist der Divisor null, so wird, da null mit jeder Grosse,
die wir bisher kennen gelernt haben, zum Produkte verkntipft null
giebt, auch der Dividend null sein mtiissen, wenn der Quotient eine
der bisher entwickelten Grissen sein soll, und zwar wird dann jede
dieser Grissen als ein besonderer Werth des Quotienten aunfgefasst
werden knnen. Ist der Dividend aber eine Grdsse von geltendem
Werthe, wihrend der Divisor null ist, so erscheint der Quotient als
eine Grsse von ganz neumer Gattung, die wir als unendliche Grisse
bezeichnen ktnnen, wilbrend die bisher betrachteten als endliche er-
schienen. Iassen wir nun die so eben gewonnenen Ergebnisse su-
sammen, indem wir zugleich bedenken, dass wenn C von O-ter oder
n-ter Stufe ist, Dividend und Divisor gleichartig sind; so gelangen
wir zu dem Satze:
sDer Quotient stellt dann und nur dann einen einzigen, end-
lichen Werth dar, wenn der Divisor von geltendem Werthe
ist, und sugleich entweder selbst als Grdsse null-ter Stufe dar- .
gestellt werden kann*), oder dem Dividend gleichartig ist.
Sind Dividend und Divisor null, so ist der Quotient jede be-
liebige endliche Grosse. Ist der Diviser null, der Dividend
nicht, so ist der Quotient unendlich. In jedem andern Falle,
d. h. wenn der Divisor nicht null ist und zugleich Divisor und
Quotient beide von mittlerer Stufe sind, ist der Quotient nur
partiell bestimmt, und swar erhiilt man dann aus einem besondern
Werthe des Quotienten den allgemeinen, indem man den all-
gemeinen Ausdruck einer Grisse, die mit dem Divisor multiplicirt
null giebt, hinsuaddirt.
*) Denn auch die Grosse n-ter Stufe kann, wie wir oben sahen, als
Grosse null-ter Stufe dargestellt werden.
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Ein besonderes Interesse gewihren hier noch selche Ausdriicke,
deren Dividead die Einheit ist, withrend der Divisor eine Grtsse von

geltender Stufe darstellt, z. B. der Quotient !

—. Ist hier abed oder
ab .

. Hdas Hauptmess, so ist

- 1 1 0
s—w(2+3)
wo;ol-)— jede von ab abhiingige Grosse zweiter Stufe darstellt.

§ 143. Um die Analogie zwischen der Zusseren Multiplikation
and der reinen eingewandten Multiplikation zu vollenden, bleibt uns
noch eine Betrachtung tibrig. Nimlich es liessen sich bei der #usseren
Multiplikation alle Griesen htherer Stufen als Produkte der Grossen
erster Stufe darstellen, und die Gesetze ihrer Verkntipfung liessen sich
aus den Verkntipfungsgesetzen fiir Grossen erster Stufe auf rein
formelle Weise ableiten. Den Grissen erster Stufe entsprechen nach
§ 138 bei der eingewandten Multiplikation Grossen, deren Erginzzahl
eins ist, d. h. Grssen (h—1)-ter Stufe , weun das Beziehungasystem
fir alle Grossen und Produkte dasselbe, und swar ein System von
h-ter Stufe ist. Durch ihre Multiplikation entstehen nach § 138
Griissen, deren Ergiinzgehlen die Einheit tibertreffen, d. h. also deren
Stufenzahlen kleiner sind als (h—1). Es kommt daher, um die voll-
stiindige Analogie nachsuweisen, nur darauf an, die Analogie der
Gesetze fur diese Griossen erster und (b—1)-ter Stufe darguthun.
Die Identit#t dieser Gesetze, sofern sie nur die allgemeinen Ver-
kntipfungsgesetze der vier Grundrechnungen (Addition, Subtraktion,
Multiplikation, Division) darstellen, haben wir nachgewiesen. Auch
haben wir gezeigt, dass die Gesetze der #usseren Multiplikation als
solcher, sobald sie nur auf den Begriff der Stufenzahl und des ge-
meinschaftlichen Systemes zurtickgehen, such fiir die eingewandte
auf ein festes Hauptsystem beztigliche Multiplikation gelten, wenn
man statt des Begriffs der Stufenzahl den der Ergiinzzahl, und statt
des Begriffs des gemeinschaftlichen Systems den des niichstumfassen-
den einfthrt und umgekehrt. Sofern daher der Begriff der Ab-
hiingigkeit, auf den alle besonderen Gesetze der &usseren Multiplikation,
als auf ihre Wurzel, gegriindet sind, durch den des gemeinschaft-
lichen oder niichstumfassenden Systemes bestimmt ist, werden die
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Gesetze der susseren Multiplikation sich auch auf die reine einga-
wandte nach jenem Prineip tbertragen lassen. Aber der Begriff
der Abhiingigkeit, welcher zuerst bei Grissen erster Stufe hervortrat,
wurde urspriinglich gans anders bestimmt, und viele spAter ent-
wickelten Gesetze griinden sich auf diese urspriingliche Bestimmung.
Nimlich es wurde urspriinglich eine Grisse erster Stufe dann als ab-
hiingig von einer Reihe solcher Grissen dargestellt, wenn sich jene
als Summe von Stiicken ausdriicken lassen, welche diesen gleichartig
sind, oder, wie wir es splterhin ausdriickten, wenn sich jene als
Vielfachensumme von diesen darstellen lisst; und so mannten wir
iiberhaupt mehrere Grossen erster Stufe von einander abhlingig, wenn
sich eine derselben als Vielfachensumme der ibrigen darstellen liasst,
and erst daraus folgte dann vermittelst des urspriinglichen Begriffs
des Systemes, dass n Grissen erster Stufe daun und nur dann von
einander abhingig sind, wenn sie von einem Systeme von niederer
als der n-ten Stufe umfasst werden, und vermittelst des Begrifis der
dusseren Multiplikation, dass das Produkt abhingiger Groesen, aber
auch nur ein solches, null sei. Wir miissen daher zu jener ur-
spriinglichen Bestimmung auf unserm Gebicte das analoge suchen.
‘Wenn zuerst in einem Systeme n-ter Stufe n Gridssen erster Stufe
gegeben waren, deren #usseres Produkt nicht null ist, so zeigte sich,
dass jede andere Grisse erster Stufe, die diesem Systeme angehtrt,
sich als Vielfachensumme jener ersteren darstellen lisst, Der ana-
loge Satz wiirde hier lauten: ,Wenn in einem Systems n-ter Stufe
1 Grissen (n—1)-ter Stufe gegeben sind, deren eingewandtes auf jenes
8ystem bestigliche Produkt nicht null ist, so l#sst sich jede andere
Grdese (n—1)ter Btufe, welche diesem Systeme angehtrt, als Viel-
fachensumme der ersteren darstellen. Der Beweis dieses Satzes
ergiebt sich aws § 138. Numlich nach dem angefithrten Para-
graphen werden jo (n—1) von den n Faktoren, welche die im Satze
ausgeaprochene Beschaffenheit haben, als gemeinschaftliches System
ein System erster Stufe haben, withrend alle n Faktoren kein System
von geltender Stufe gemeinschaftlich haben diirfen, wenn das Pro-
dukt einen geltenden Werth haben soll. Es wird also im Ganzen
n solcher Systeme erster Stufe geben, wovon immer je (n—1) einem
der n Faktoren untergeordnet sind, Diese n Systeme erster Stufe
mtissen aber von einander unabbiingig sein ; denn wiire eins derselben
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von den tibrigen (n——1) abhiingig, so mfisste es in dem durch sie be-
“bedingten Systeme liegen (nach dem mrspriinglichen Begriffe des
Systems); es sind aber diese tibrigen einem der n Faktoren unterge-
ordnet, folglich. milsste anch jenes erste System diesem Faktor unter-
georduet sein; es ist aber jenes erste System das den tibrigen (n—1)
Faktoren gemeinschaftliche Bystem, folglich witrde dies System allen
n Faktoren gemeinschaftlich sein, also das Produkt nach § 138 null
sein gegen die Voraussetzung. KEs sind also in der That jene n
Systeme erster Stufe von einander unabhiingig. Nehmen wir nun
n beliebige Grtssen erster St. an, welche diesen Systemen angehdtren,
und also gleichfalls von einander unabhitngig sind, so wird zuerst
jeder der gegebenen n Faktoren, da ihm (n—1) jener Griissen erster
Stufe untergeordnet sind , und er selbst von (n—1)-ter Stufe ist, sich
als Vielfaches von dem #usseren Produkte jemer Giréssen darstellen
lassen, ferner wird jede Grosse erster Stufe, welche dem Haupt-
systeme (n-ter Stufe) angehtrt, sich als Vielfachensumme jemer n
Grbssen erster Stufe, also auch jede Grisse (n—1)-ter Stufe, die
jenem Hauptsysteme angehort, sich als Husseres Produkt aus (n—1)
solchen Vielfachensummen darstellen lassen. Das Produkt dieser
(n—1) Vielfachensummen verwandelt sich aber beim Durchmulti-
pliciren i eine Vielfachensumme von Husseren Produkten zu (n—1)
Faktoren aus jemen n Grissen erster Stufe, folglich auch, da diese
Produkte den n gegebenen Faktoren gleichartig sind, in eine Viel-
fachensumme dieser Faktoren. Wir haben also den oben ausge-
sprochenen Satz bewiesen. Doch ist damit noch nicht unsere Aufgabe
gelést. Vielmehr beruhté das Wesen der #usseren Multiplikation
als Husserer auf dem Satze, dass ein Produkt von Grossen erster
Stufe dann und nur dann null sei, wenn sich eine derselben als Viel-
fachensumme der ibrigen darstellen liess; und ehe wir diesen Satw
nicht auf unser Gebiet tibertragen haben, ist die Analogie moch nicht
vollstindig. Dass ein Produkt von Grissen (n—1)-ter Stufe dsnn
allemal null sei, wenn eine derselben als Vielfachensumme der andern
darstellbar ist, erhellt sogleich aus dem Gesetze des Durchmultipli-
cirens, wenn man gugleich festhélt, dass das Produkt zweier gleich-
artiger Grossen (n—1)-ter Stufe null ist. Um zu beweisen, dass
das Produkt auch nur dann null sei, wemn sich einer der Faktoren
als Vielfachensumme der andern darstellen lisst, miissen wir zeigen,
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dass, wenn su einem geltenden Produkt von m Faktoren (n—1)-ter
Stufe in einem Hauptsysteme n-ter Stufe ein Faktor derselben
(n—1)-ten Btufe hingutritt, welcher das Produkt null maeht, sich
dieser als Vielfachensumme der ersteren darstellen lisst. Dass ein
Produkt aus mehr als n Faktoren dieser Art null wird, liegt schon
in dem allgemeinen Satze § 188, ergiebt sich aber auch schon so-
gleich aus dem vorher bewiesenen Satze. Wenn ferner su n solchen
Faktoren, deren Produkt einen geltenden Werth hat, ein Faktor der-
selben Stufe hinsukommt, so wird dieser einestheils das Produkt
immer null machen, anderntheils sieh als Vielfachemsumme jener n
Faktoren darstellen lassen, wie wir oben zeigten. Es bleibt uns also,
um den Beweis unseres Satzes zu fihrem, nur der Fall zu bertick-
sichtigen iibrig, dass die Anzahl der Faktoren (m) kleinmer ist, als die
Stufe des. Hauptsystemes (n). Im diesem Falle kinnen wir sur
Fithrung des Beweises (n—m) Faktoren (n—1)-ter Stufe zu Htlfe
nehmen, welche mit den gegebenen m Faktoren ein Produkt von
geltendem Werthe liefern. Dann wird sich der Faktor (n—1)-ter
Stufe, welcher zu dem Produkt der m gegebenen Faktoren (P) hinzu-
treten und dasselbe null machen soll, nach dem vorher bewiesenen
Satze als Vielfachensumme der sémmtlichen n Grossen, deren Pro-
dukt geltenden Werth hat, darstellen lassen, d. h. als Summe, deren
eines Stiick (A) eine Vielfachensumme der gegebenen m Faktoren,
und deren anderes Stiick (B) eime: Vielfachensumme der zw Hiilfe
genommenen Faktoren ist, und zu beweisen bleibt, dass dies sweite
Stiick null sei. Multipliciren wir nun das Produkt der m gegebenen
Faktoren P mit dieser Summe (A-{-B), so kinnen wir das erste
Sttick (A) weglassen, da es als Vielfachensumme von den ersten m
Faktoren erscheint, also mit ihnen multiplicirt null giebt. Da nun
das Produkt jener Summe und der m gegebenen Faktoren null be-
tragen sollte, alsoP. (A -4-B)==0 sein sollte, so folgt jetst, dass das
Produkt ihres gweiten Sttickes in diem gegebenen Faktoren auch null
sein milsse ; also
P.B=0.

Dies zweite Stiick B ist aber eine Vielfachensumme der zu Htlfe
genommenen (n — m) Faktoren; und wir kdnnen zeigen, dass die
Koefficienten dieser Vielfachensumme skmmtlich null betragen mtissen,
sie selbst also null sei. Zu dem Ende mmltiplicire man statt mit
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der Vielfachensuinme B mit ihren Sticken, so erhilt man eine Viel-
fachensumme mit denselben Koeofficienten, und swar enthilt jedes
Glied auseer den m gegebenen Faktorem einen von den zu Hiilfe
genommienen. Um nun su beweisen, dass der Koefficient zu irgead
einem solchen Gliede null sei, hat man pur noch mit demjenigen
(a—m-—1) von den su Hiilfe genommenen Faktoren, welche diesem
Gliede fehlen, beide Seiten der obigen Gleichung, oder vielmehr
deren Glieder gu multipliciren, so ist klar, dass dann alle jene Glieder
ausser dem einen wegfallen, und die Gleichung dann aussagt, dass
dies Glied, also auch sein Koefficient null sei. Es sind somit skmmt-
liche Koefficienten der Vielfachensumme B null, also sie selbst null;
also der hinzuntretende Faktor, welcher gleich A-}-B gesotst war,
gleich A, d. h. eine Vielfachensurome der m gegebenen Faktoren, was
wir beweisen wollten. Fassen wir daber die gewonnenen Resultate
zusammen, 80 gelangen wir zu dem Satze:

»Ein Produkt von Gréssen (n— 1)ter Stufe in Bezug auf ein
Hauptsystem n-ter Stufe ist dann und nur dann null, wenn

sich eine derselben als Vielfachensumme der iibrigen darstellen
I#sst.“

Durch dies Gesetz ist nun die Analogie swischen eingewandter
und Husserer Multiplikation, sobald das Bezichungssystem ein und
dasselbe ist und sugleich das Hauptsystem darstellt, dem alle in
Betracht gesogenen Grissen angehtren, vollendet. Und alle Ge-
setze der Xusseren Multiplikation, so weit die nachgewiesene Ana-
logie reicht, d. h. welche auf die allgemeinen Verkniipfangsbegriffe,
oder asuf die Begriffe von Ueberordnung und Unterordnung der
Grissen und auf die Stufenzahlen zurtickgeht, werden in analoger
Form, indem man niimlich die Begriffe der Ueberordnung und Un-
terordnung vertauscht, den Begriff der Stufenzahlen aber durch den
der Ergiinzszahl ersetat, anch fir die eingewandte auf das Haupt-
system beaziigliche Multiplikation gelten. Und da aueh das Hinxu-
fugen von Faktoren, die das. Hauptsystem darstellen, wenn es nur
in allen Gliedern einer Gleichung gleich vielmal geschiebt, die
Gleichung nicht #ndert, so besiehen jene Gesetze auch noeh, wesn
man statt der reinen Griesen die Besichungsgrissen setst, deren
Bezichungssystem gleichfalls das Hauptsystem ist.
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§ 148.*) Nachdem ich nun die vollkommene Analogie zwischen
Husserer und eingewandter Multiplikation “dargethan habe, will ich
noch auf eine Erweiterung der bisherigen Betrachtungsweise auf-
merksam machen, Hat man niimlich mehrere Grissen, welche dem-
selben Systeme a-texr Btufe tbergeordmet und demselben Systeme
(a~}-b) ter Stufe untergeordnet sind, so kann man dieselben als
Produkte darstellen, deven einer Faktor (A) ven a-ter Stufe und in
allen derselbe ist, wihrend die andern Faktoren demselben Systeme
b-ter Stufe, B, welches von A umabhiingig ist, angehren. Dana
leuchtet sogleich ein, dass jede Zahlenrelation, welche swischen
diesen Faktoren, die dem Systeme B angehbren, statt findet, such
zwischen den urspriimglichen Grissen (da sie dureh Multiplikation
der letateren mit A hervorgehen) herrschen miisse, und umgekehrt,
dass jede Zahlenrelation, welche zwischen diesen letsteren herrscht,
auch swischen den ersteren herrschen miisse (da man nach § 81
in den Gleichungen, welche jene Zahlenrelation darstellen, den Fak-
tor A weglassen darf). Nehmen wir namentlich Grossen (a - 1) ter
Stufe an z. B. Ac, Ad,...., wo ¢, d,.... dem Systeme B angehtren,
80 werden swischen Ae, Ad,... dieselben Zahlenrelationen herrschen,
wie zwischen ¢, d,... and umgekehrt. Setzt man daher den Begriff
des Produktes solcher Griissen Ac, Ad,.... so fest, dass es null wird,
‘wenn das Produkt der entsprechenden Griesen o, d,.... es wird; so
wird man nun alle Begriffe und Gesetze von Grissen erster Stufe in
einem Systeme b-ter Stufe, also auch salle Begriffe und Gesetze von
Gréssen hisherer Stufen in einem solchen Systeme, auf jene Grtssen
{(a—-1) ter Stufe, und die darsus auf gleiche Weise erzeugten Grssen
tbertragen kdnnen. Hierdurch entwickelt sich eine Reihe neuer
Begriffe, von demen ich die wicltigsten hier kurz zusammenstellen
will. Wir kémnen die Vereinigung zweier solcher Systeme, ven
denen das eime dem andern untergeordmet ist, ein Doppelsystem
nennen, und sagen, eine Grtsse sei diesem Doppelsystem eingeordnet,
" ‘wenn sie dem einen der beiden Systeme, aus denen das Doppelsystem
besteht, tibergeordnet, dem andern untergeordnet ist. Wir knnen
das hihere vor den beiden Systsmen, aus denen das Doppelsystem

*) Auch die hier angedeutete Erweiterung des Begriffes ist in der
Ausg. von 1868 von mir aufgegeben worden. (1877.)
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beatebt, das Obersystem, das niedere das Untersystem nennen. Dann
zeigt sich, wie ein auf ein Doppelsystem bestigliches Produkt zweier
geltenden Werthe, die dem Doppelsystem eingeordnet sind, allemal
dann, aber anch nur dann null ist, wenn das den beiden Faktoren
gomeinschaftliche System von htherer Stufe als das Untersystem,
und sugleich das sie: zunlichst umfassende von niederer Stufe als das
Oberaystewr ist, dass ferner ein Produkt von geltendem Werthe in
Besug auf jenes Doppelsystem als dusseres erscheint, wenn das den
Faktoren gemeinschaftliche System das Untersystem ist, und als ein
eingewandios, wenm das sie zunichst umfassende System das Ober-
gystem ist, und dass endlich ein solches Produkt zugleich als Xusseres
und eingewandtes aafgefasst werden kann, wemn beide Bedingungen
sugleich erflillt sind. Zagleich erweitert sich hierdurch der Begriff
der Begichuegsgrdsse, indem diese nun in der Form der Unterord-
pung als Produkt von Grssen erscheinem kann, welche 3 verschie-
dene einander eingeordnete Systeme darstellen, von denen die erste
das Obersystem, die letzte das Untersystéem, und die mittlere das
eigenthtimliche System der Grosse ist. Um daher den eigenthiim-
lichen Werth .einer solchen Besiehungsgriisse anfsufassen, werden
zwoi Masse erforderlich sein, von demen das eine dem Obersystem,
das andere dem Untersysteme zngehtrt; und nur in Besng auf ein
solches Doppelmass wird diese neue Beziehungsgrbsse einen be-
stimmten eigenthtimlichen Werth darbieten. Dsa .auch die Be-
siehungsgriesen, welche sich awf ein einfaches System beziehen,
als suf ein Doppelsystem bezfigliche angesehen werden kinnmen,
deasen Untersystem von nullter Stufe ist, so zeigt sich, dass die
neu gewonmene (réssengattung von allgemeinerer Natur ist und
jens erstere als besandere Gattung unter sich begreift. Da ferner
die Besiehungsgrissen als allgemeinere Grissengattung zu den reinen
Elementargrissen, und diese wieder als aligemeinere Grossen-
gattung zu den reinen Ausdehnungsgrissen aufiraten, so bilden die
Beszichungsgroesen itberhaupt die allgemeinste Grossengattung, zu
welcher wir anf dieser Stufe gelangen. Da zugleich anch die reine
Multiplikation als die allgemeinste Multiplikationsweise sich darstellt,
bei welcher noch die allgemeinen multiplikativen Gesetze und nament-
lich auch das Zusammenfassungsgesetz fortbesteht, so erscheint hier
die theoretische Darstellung dieses Theils der Ausdehnungslehre als



§ 144 Grissen in Bezug auf ein Doppelsystem. 231

vollendet, insofern man micht auch die Multiplikationsweisen in
Betracht ziehen will, filr welche das Zusammenfassungsgesetz nicht
mehr gilt.*) Wir schreiten daber zu den Anwendungen, und be-
halten dem folgenden Kapitel nur noch die specielle Behandlung der
Verwandtschaftsverhiiltnisse vor, welche am geeignetsten erscheint,
um die in diesem Theile gewonnenen Ergebnisse in einander zu
verflechten, und ihre gegenseitigen Beziehungen ans Licht tretem
zu lassen.

§ 144. Zuniichst ergeben sich aus dem allgemeinen Begriffe
fir die Geometrie folgende Resultate: Das Produkt sweier Linien-
grossen in der Ebene ist der Durchschnittspunkt beider Linien, ver-
bunden mit einem Theil jener Ebene als Faktor; sind =. B. ab und
ac, wo &, b, ¢ Punkte vorstellen, die beiden Liniengrissen, so ist
ibr Produkt abc.a; ferner das Produkt dreier Liniengrtssen in der
Ebene ist gleich dem zweimal als Faktor gesetzten doppelten Flichen-
inhalt des von den Linien eingeschlossenen Dreiecks, multiplicirt
mit dem Produkt der drei Quotienten, welche ausdrticken, wie oft
jede Seite in der zugehorigen Liniengrisse enthalten ist; demn
sind a, b, ¢ jene 3 Punkte, und mab, nac, pbe, wo m, n, p Zahl-
grossen sind, die drei Liniengrissen, so ist das Produkt derselben
gleich

mnp . abe. abe.
Das Produkt zweier Plangréssen im Raume ist ein Theil der Durch-
schnittskante multiplicirt mit einem Theil des Raumes, z. B. abe.abd
==abed .ab, ferner das Produkt dreier Plangriossen ist der Durch-
schnittspunkt der drei Ebenen multiplicirt mit zwei Theilen des
Raumes z. B. abc.abd.acd ==abed.abed.a. Das Produkt von
vier Plangrbssen stellt 3 als Faktoren verbundene Theile des Raums
dar, z. B. mabe.nadb.pacd . qgbed ==mnpq . abed . abed . abed. Dies
letate Produkt wird null, wenn eine der Grissen m...q es wird,
oder wenn der eingeschlossene Korperraum null wird, d. h. die 4
Ebenen sich in einem Punkte scheiden, wie dies auch schon im Be-
griff liegt. Das Produkt einer Liniengrisse und einer Plangrisse ist

¥) Wie solche Produkte, welche allerdings auch eine mannigfache An-
wendung gestatten, zu behandeln seien, habe ich am Schiusse des Werkes
anzudeuten gesucht.
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ein Theil dés Raumes multiplicirt mi¢t dem Durchschnittspunkt,
%. B. ab.acb ==abcd . a.

Ich habe oben (§ 118) die Methode, die Kurven und Ober-
flichen durch Gleichungen darzustellen, mit unserer Wissenschaft
in Bezichung gesetst, und gezeigt, wie z. B. eine Oberfliche als
geometrischer Ort eines Punktes dargestellt werden kann, zwischen
dessen Zeigern (in Bezug auf irgend ein Richtsystem) eine Glei-
chung statt findet; ich habe dort geszeigt, wie die Oberfliche auch
als Umhtile einer verinderlichen Ebene oder vielmehr Plangrisse
dargestellt werden kann, zwischen deren Zeigern eine Gleichung
n-ten Grades statt findet, und ich hebe dort amgedeutet, dass die
amhiillte Oberflieche dann eine Oberfliche n-ter Klasse sei; dies
hiingt davon ab, dass die Gleichung zwischen den Zeigern einer
ver#inderlichen Ebene, welche einen festen Punkt umhiillt, dann von
erstem Grade ist. In der That ist a dieser Punkt und P die
Ebene, so hat man sogleich fiir den Fall, dass P durch a geht, die
Gleichung

P.a==0.
Sind A, B, C, D die vier Richtmasse dritter Stufe, als deren Viel-
fachensumme P erscheint, und wird einer der Zeiger z. B. der von
D =1 gesetzt (was immer, da es auf den Masswerth®) von P nicht
ankommt, verstattet ist), und ist

P=xA-4}yB+42C-D,

0 ==Pa=xAa-} yBa—+-2Ca -} Da,
was eine Gleichung ersten Grades ist; somit erscheint, wie es sein
muss, der Punkt als Oberfliche erster Klasse. 'Will man die Glei-
chung eines Punktes aufstellen, der durch 3 feste Ebenen bestimmt
ist, oder, was dasselbe ist, will man die Bedingung aufstellen, unter
welcher eine Ebene P mit drei andern A, B, C durch denselben
Punkt geht, so hat man sogleich
P.A.B.C=0,
eine Gleichung, welche die héchst verwickelten Gleichungen, zu

. so erh#lt man

*) 80 nenne ich das Quantum der Grisse, wenn ihr System schon
feststeht.




§ 145 Anwendung suf die Goometrie. 238

denen die gewihnliche Koordinatenmsthode fiihrt, vollkommen er-
setat.

§ 145. Die Gleichungen fiir die Kurven und krummen Ober-
flichen, wie wir sie bisher darstellten, waren, da sie zwischen den
Zeigern der veriinderlichen Grosse statt fanden, rein arithmetischer
Natur, und besogen sich jedesmal auf bestimmte mit der Natar des
durch die Gleichung dargestellten Gebildes in keinem Zusammen-
hang stehende Richtsysteme; und nur die Gleichungen ersten Gra-
des stellten wir in rein geometrischer Form dar. In der That
konnten auch nur diese, wenn wir bei dem reinen Produkte stehen
blieben, in geometrischer Form dargestellt werden, indem die ver-
#nderliche Grisse dann nur einmal als Faktor vorkommen kennte.
Dagegen bietet uns das gemischte Produkt ein ausgezeichnetes
Mittel dar, um die Kurven und Oberflichen hiherer Grade in rein
geometrischer Form darzustellen. Es ist niimlich sogleich klar, dass,
wenn wir eine beliebige Gleichung zwischen Ausdebnungsgriéssen
haben, deren Glieder gemischte Produkte sind, der Grad der Glei-
chung in Bezug auf eine derselben (P) stets so hoch ist, als die
Anzahl (m) betrigt, wie oft diese Ausdebnungsgrisse (P) in einem
und demselben Gliede von geltendem Werthe htchstens als Faktor
vorkommt, d. h. dass sie durch Zahlengleichungen ersetst wird, von
denen wenigstens Eine in Bezug auf die Zeiger der veriinderlichen
Ausdehnungsgrisse einen Grad erreicht, welcher jener Anzahl gleich
ist. Dies folgt unmittelbar, da man, um zu den ersetzenden Zah-
lengleichungen zu gelangen, nur statt jeder Grisse die Summe aus
den Produkten ihrer Zeiger in die zugehirigen Richtmasse zu
setzen, dann die Giesetze der Multiplikation bei jedem Gliede der
gegebenen Gleichung anzuwenden hat, indem man statt mit der
Summe zu multipliciren mit den einzelnen Stiicken multiplicirt,
und dann die Glieder, welche demselben Richtgebiete gleichartig
sind, jedesmal zu Einer Gleichung vereinigt. Es ist klar, dass da-
bei die Zeiger der ver#nderlichen Grisse P in einem Gliede so oft
als Faktoren erscheinen, als P in dem Gliede, aus welchem das
erstere hervorging, als Faktor vorkam. Somit kann also der Grad
dieser Zeigergleichungen nie hther sein, als die oben bezeichnete
Anzahl (m) betrtigt. Aber es muss auch wenigstens eine derselben
diesen Grad (m) wirklich erreichen; denn wire dies nicht der Fall,
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s0 m¥ssten die smmtlichen Glieder, welche aus demjenigen Gliede
hervorgehen, was jeme Grosse in hichster Anzahl als Faktor ent-
hitlt, null werden ; also such jenes Glied selbst null sein, wider die
Voraussetzung. Es ist also die Geltung des oben aufgestellten
Satzes bewiesen. Hierbei haben wit noech zu bemerken, dass die
Gleichung im Allgemeinen nicht nur das System der verinderlichen
Grisse bestimmt, sondern auch ihren Masswerth. Bei der gewthn-
lichen Betrachtung der Kurven und Oberflichen kommt es aber nur
auf die Bestimmung des Systems an *), obgleich auch der Masswerth
fir die Theorie nicht ohne Interesse ist. Wollen wir also uns der
gewbthulichen Betrachtungsweise annilhern, so haben wir die allge-
meine Gleichung so zu specialisiren, dass dadurch der Masswerth
nicht mit bestimmt ist, d. h. dass, wenn irgend eine Ausdehnungs-
grisse der (ursprtinglichen) Gleichung gentigt, auch jede ihr gleich-
artige, d. h., deren Zeiger denen der ersteren proportional sind,
derselben gentigen wird. Es ist sogleich einleuchtend, dass dann
in allen Gliedern der Gleichung die Grisse P in gleicher Anzahl
(m) als Faktor vorkommen muss, und dass dann auch die Zeiger-
gleichung eine symmetrische desselben Grades wird, d. h. in allen
Gliedern eben so viele (m) Zeiger von P als Faktoren vorkommen
werden. Dividirt man dann die Gleichung durch die m-te Potenz
von einem der Zeiger, so erhilt man (unter der Voraussetzung, dass
jener Zeiger nicht null ist) die Gleichung in der gewshnlichen Form,
in welcher sie ein Gebilde m-ten Grades bestimmt. _

§ 146. Wir beschriinken uns, um die Bedeutung dieses bis-
her noch unbekannten Satzes, welcher #ber den Zusammenhang
der Kurven und Oberflichen ein bisher wohl kaum geahntes Licht
verbreitet, zur Anschauung zu bringen, auf die Kurven in der Ebene,
indem die analoge Betrachtung der Kurven im Raume und der
krummen Oberflichen dann kaum noch einer Erliuterung bedarf.
Es zeigt sich sogleich, das die geometrische Gleichung nur dann

*) Z. B. wenn eine Kurve als geometrischer Ort eines Punktes bestimmt
werden soll, 80 kommt es nur auf die Lage dieses Punktes, nicht auf dasihm
anhaftende Gewicht an; oder soll die Kurve als Umhiille einer verédnderlichen
geraden Linie aufgefasst werden, so kommt es eben nur auf die Lage jener
Linie an, nicht auf deren L#nge, also {iberall auf das System, nicht auf den
Masswerth.
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eine Kurve darstellen wind, wenn sie durch Eine arithmetisehe eor-
setst wird, d. h: weum sie, da die Ebene éin Elementarystem dritter
Stufe ist, gleichfalls von dritter Stufe ist. Hierdurch ergeben sich
dann aws dem sligemeinen Satse des vorigen § folgende Spoeislsiitse :

»Wenn die Lage eines Punktes (p) in der Ebene dedureh be-

schrinkt ist, ddss 3 Puikte, welche durch Konstruktiensn ver-

mittelst des Linedls aus jemem Punkte (p) usd aus einer ge-
gebenen Reihe festdr gerader Linien oder Punkte hervorgehen,
in Einer geraden Linie liegen (oder deei solehe Grade dareh

Einen Punkt gehen), so ist der Ort jemes Punktes (p) eine

algebraische Kurve, deren Ordnung man dureh blosses Nach-

zihlen findet. N#mlich man hat nur nachsuskhlen, wie oft bei
den angenommenen Konstruktionen auf den beweglichen Punkt

p zurtickgegsagen wird, ohne dass man auf einen andern beweg-

lichen Punks suriiekgeht; die so erhaltene Zahl (m) ist dann

die Ordnungszahl der Kurve.“

Es ist hierbei klar, dass, wenn man suf einen andern beweg-
lichen Punkt zuriickgeht, bei dessen Erzeugung p selbst n-mal an-
gewandt ist, es dasselbe ist, als wire man auf p selbst n-mal su-
riickgegangen. Der Beweis bestelt nur darin, dass ich meige, wie
daraus eine geomwtrische Gleichung hervorgeht, in der p o oft als
Faktor eines Gliedes erscheint. Jede Konstruktion vermittelst des
Lineals in der Ebene besteht nimlich darin, dass entweder 2 Punkte
durch eine gerade Linie verbunden, oder der Durchschnittspunkt
sweier gerader Linien bestimmt wird; die gerade Linie zwischen
den beiden Punkten ist aber das Produkt derselben, und der Durch-
schnittspunkt zweier geraden Linien, wenn es nicht auf des Gewicht
ankommt, gleichfalls ihr Produkt; folglieh kann ich jeder linealen
Konstruktion, bei welcher ein Punkt oder <¢ine Limie angewandt
wird, eine Multiplikation mit diesem Punkte.oder dieser Linie sub-
stituiren; die 3 Punkte oder Geraden, welche somit durch lineale
Konstruktionen aus den gegebenen und der verinderlichemn Grisse
erfolgen, werden als Produkte derselben erscheinen; und da jene 3
Punkte in einer g. L. lisgén, oder jene 3 Linien durch einen Punkt
gehen sollen, so heisst das, ihr Produkt ist null, also hat man eine
geometrische Gleichung aus einem Gliede, in welchem p so oft
als Faktor erscheint, als es bei jenen Konstruktionen angewandt ist,

15
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also ist die entatehende Kurve von eben 8o vieltér Orduung. . Den
entsprechenden Satz fiir die durch eine: verdinderliche Gerade wm-
htlite Kurve erhillt: man sus-dem. obiged, 'wenn man die Ausdrticke
Punkt und-Gerade verwechsolt, und statt des: Amsdrucks ,Ordnung*
den Ausdruck ,Klasse‘.einfibrt. Ich- will hier! moch bemerken,
dmss diese Sutze ohne alle: Einschrinkwiig - gelten, wonn man nur
feathilt, dass der Ort eimes Punktes, dessen.Kooridinaten durch eine
Gleichung m-ten Grades von einamder abhlingen, ohne Ausnahme
als Kurve m-ter Ordnung aufrufassen ist, mig diese Kurve nun eine -
Gestalt ammehmen, ‘welche' sie will, mag sies. B. in ein System von

m geraden Linien tibergehen, und mﬂgen sellut beliebig viele dieser
Geuden susammentfallen.

§ 147. Um diesen Batz auf emen:hoch speoidlerem Fall zu
iibertragen, will ich' die geometristhe Gleichung fir die Kurven
zweiter Ordnung aufstellen. Ist p der verdiriderliche Punkt, so hat
man als Gleichung des zweiten Grades, wenn die: Heman Buchataben
Punkte, die grossen Linien vorstellen, - . X

paBcDep=0, . .
oder, in Worten ansgedriickt, ,wenn die Seiten eines Dreiecks sich
wn 3 feste Punkte a, ¢, @ schwenken, -whhrend zwei. Ecken sich in
zwei festen Geraden B und D bewegen, so beschreibt die dritte Ecke
einen Kegelschnitt. Die @leichung eines Kegelschnittes, welcher
dthPuktea.,b ¢, d, e geht, st
(pa .be) (pd.ce) (db.ae) =0;

dus sie nikmlich ein Kegelschnitt sei,- folgt aus dem allgemeinen
Satze; dass die 5 Punkte a, b, ¢, d, e in ihm liegen, ergiebt sich
leicht, indem' jeder derselben. statt p gesetxt der Gleichung gentigt.
Nimlich zuerst ist klar, dass, wenn mah p gleich a oder d setzt,
auch ein Faktor, niimlich pa oder pd null wird, also das ganze Produkt
null wird, aiso sind & und d Punkte des Kegelschnittes; ferner wenn
p gleich ¢ ist, so stellen die beiden ersten Faktoren des ganzen
Produktes beide den Punkt c dar, also ist ihr Produkt null; ist p
gleich b, so stellt der erste Fakter des ganzen Produktes die Grosse
b dar, das Produkt der beiden letsten die Girisse bd, und bbd ist
null; ist p gleich e, so stellt der mittlere Faktor die Grisse e dar,
das Produkt der beiden andern stellt die Grbsse ae dar, und eae ist
wieder null.. Also liegen alle 56 Punkte in jenem Kegelschnitt, und
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o8 ist also die Aufgabe, die Gleichung éines dursk 5 Punkte. be-
stimmten Kegelschmittes anfsafinden, dadurch gelsst: Usebrigens stellt
JjeneGleichung nichts andews als die bekannée Bigerischaft dee mystischen
Sechsecks dar.

§ 148, Ich kamm mich hier nicht auf «Iu Eatwitklung der
neuen Kurventheorie einlassen, welche durch den von miraufgestellien
allgemeinen Batz bedingt ist; ich muss mich hier damit beghtigen,
den Bats selbst in seiner Algemeinheit hingeatbllt; und dureh seine
Anwendung auf die einfachsten Fille seine Bedeuting anschaulioh
gemacht zu haben. Ich:bin ttberseugt, dass schon hierdurch sowohi
die Einfachheit als auch die ausgezeichnete Aligemeinheit jenes Batses
klar geworden sein wird; indem ja in der That alle Siitse, welche
auf die Abhitngigkeit der Kurven won lineslén Konstruktionen sich
beziehen, hieraus mit der grossten Leichtigkeit hervorstrbmen, withrend
ihre Ableitung bisher, wemn jeme Siitze tberhaupt bekannt waren,
vermittelst weitliufigér Theorien erfolgte, und jeder digser Siitse eine
eigne Ableitung erforderte. Es ist auch klar genug, wie man jetzt
diesen allgemeinen Satz auch ohme Hiilfe der von mir angewandten
Analyse obne Schwierigkeit beweisen kann; aber erst durch sie tritt
der Batx in seiner unmittelbaren Klarheit hervor, wie er auch durch
sie aufgefunden ist; und zugleich bietet diese Analyse den hiehet
wishtigen Vortheil dar, dié durch lineale Konstruktionen bestimmten
Kurven auf gleich einfache Weise durch Gleichungen darzustellen.
Wie der 8atz eben so auf Kurven im Raume und anf kramme Ober-
flichen tibertragen werden kann, bedarf keiner Auseinandersetzung,

" da der allgemeine Satz in § 145 dies schon in viel grosserer Allgemein-
heit fir die abstrakte Wissenschaft leistet.

Viertes Kapitel.
Verwandtschaftsbeziehungen.

§ 149. Wir kniipfen die Darstellung der Verwandtschafts-
beziehungen an den Begriff der Abschattung. Unter der Abschatteng
einer Grosse A auf ein Grundsystem G nach einem Leitsysteme L

verstanden wir (§ 82) diejenige Grosee A, welche dem. Glmdlysteme
16’
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G zugehtrt, und mit einem Theile des Leitsystemes (L) gleiches
Produkt liefert, wie die abgeschattete Grdsse (A), wobei vorausgesetst
wurde, dass G von L unabblingig ist, uad des System LG das Haupt-
system darstellt, auf welches sich jenes Produkt besieht. Diese Er-
klirung stellten wir dort (in § 83) nur fiir dea Fall fest, dass unter
den Gromen A, L, G reine Ausdehnmngsgrissen verstanden seien,
und die Multiplikation eine ¥ussere, also A demn Grundsysteme G
untergeordnet sei. Diess Erklirung erweiterten wir in § 108, indem
wir statt der Ausdehnungsgriseen eine allgemeinore Grossengattung,
die Elementargriiasen einfithrten, und in § 142 deuteten wir eine noch
weiter reichende Verallgemeinerung an, indem statt der Nusseren
Muktiplikation mit den ndthigen Vertinderungen und Beschrinkungen
die eingewandte eingefithrt werden konnte. Halten wir die Bestimmung
fest, dass swei Grissen einander eingeordnet genannt werden, wenn
eine von ihmen der andern umtergeordmet ist, s6 ktnnen wir sagen :
nUnter der Abschattung einer reinen Grisse A awf ein Grundaystem
G pach einem Leitsysteme L verstehen . wir disjenige Grisse A,
welche dem Grundsysteme G eingeordnet ist, und mit eimem Theile
von L in Bezug auf das aus Grendsystem und Leitsystema kombinirte
8ystem LG multiplicirt dasselbe Produkt liefest, wie die abgeschattete
Grisse A.“ Dabei ist also vorausgesetzt, dass LG ein Russeres
Produkt darstellt, und das Hauptsystem ist, dem aueh die Gromis A
angehéet, und auf welches sich die Multiplikation besieht. Esergiebt
sich hierams sogleich im allgemeinsten Sinne die hiehst einfache
Gleichung

., LA. G

A == 7
In der That, da LA nach der Definition gleich LA ist, soist auch
LA.G=LA".G;

und da hier glexchfalls nach der Definitien A" und G einander ein-
geordnet sind, so kann man A’ und G nach § 138 vertauschen und
erhitlt somit den Ausdruck der rechten Seite
== LG.A .
Bomit ist nan, indem man durch LG die gewonnene Gleichung
LA.GsLG.A'
dividirt, die Richtigkeit der oben aufgesteliten Gleighung
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, LA.G
AN=—5

erwiesen, d. h.

»man erhitlt die Abschattung einer Grésse, wenn man das Leit-
system mit ihr und dem Grundsysteme fortschreitend multiplicirt,
und das Resultat durch das Produkt des Leitsystems in das
Grundsystem dividirt.*

Hierdurch ist die in § 85 gestellte Anfgabe, die Abschattung
analytisch auszudriicken, wenn die abzuschattende Grosse und der
Sinn ihrer Abschattung d. h. Grundsystem und Leitsystem gegeben
sind, fiir reine Grossen allgemein geldst.

§ 1560. Fur Beziechungsgrissen haben wir nur festzusetzen,
dass ihre Abschattung gefunden wird, wenn man sowohl ihren eigen-
thtimlichen Werth in Besug auf irgend ein Mass, als anch dies Mass
abschattet, und in den Ausdruek der Beziebungsgrisse diese Ab-
schattungen statt jemer Grissen einfihrt. Ist z. B. H3. A die
Beziehungsgrsse, H ihr Hauptmass und sind H', A’ die Abschattungen
von H und A nach irgend einem Richtsysteme genommen, so ist
H'3. A’ die Abschattung der Bezichungsgrisse H3. A nach demselhen
Richtsysteme. Es liegt fihrigens in der urgpriinglichen Definition,
dass die Abschattung einer Zahlengrisse sowohl, als einer Grisse,
die das Hanptsystem LG darstellt, der abgeschatteten Grisse selbst
gleich ist. Daraus folgt, dass, wenn das Besiehungssystem einer
Beziehungsgrosse mit dem Hauptsysteme LG zusammenfillt, man
dann, um die Beziehungsgrisse abzuschatten, nur ihren eigenthtim-
lichen Werth abzuschatten braucht, und das dann flr die Ab-
schattung der Beziehungsgrsse noch die fiir reine (rossen aufgestellte
Definition der. Abschattung gilt. Wir wollen die Abschattung eine
Husgere oder eingewandte nennen, je nachdem das Produkt LA ein
usseres oder eingewandtes, d. h. je nachdem die abzuschattende
Grosse von niederer oder hoherer Stufe ist, als das Grundsystem.
Ist sie von gleicher Stufe, so kani L.A als knseeres und auch als ein-
gewandtes Produkt aufgefasst, die Abschattung dann also gleichfals
auf beiderlei Arten benannt werden.

§ 151. Nennt man das System des Produktes sweier Grtiesen
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die Kombination®) dieser Gréssen oder ihrer Systeme, und nennt
man das System der Abschattung die Projektion desSystems der
abgeschatteten Grdsse, so kann man sagen, die Projektion eines
Systemes werde gefunden, wenn man das System fortschreitend mit
dem Leitsysteme und dem Grundsystemé kombibnirt. Indem wir
dann die Projektion irgend einer Gesantmtheit von Elemenaten, deren
umfassendes System von gleickér oder niddever Stife ist, als das
Grundsystem, als Gesammtheit der Projekfionén dieser Elemente
definiren, so haben wir den gewthulichen Begriff der Projektion nur
in etwas erweiterter Form ; und es zeigt sich, wie sich die Projektion
von der Abschattung nur durch den Masswerth unterscheidet, wihrend
das System dasselbe ist. Um dies auf die Geometrie anzuwenden,
wollen wir zuerst als Gnmdsjstem-eine Linie G, als Leitsystem eine
davon unabhiingige Elementargrosse erster Stufe 1, 4. h. da es nur
auf das System ankommt, entweder einen Punkt oder eine Richtung
setzen. Die Projektion eines Punktes a ist dann der Durchschnitt
der Linie al mit G (Flg 13), whhrend die Abschattung a’ gleich
1; GG ist. Ist 1 ping Riehtung (oder eine mit dieser Richtang begabte
Strecke), s0.ist die Projektion der Durchschnitt einer von a aus nach
dieser Richtung gezogemen Linie mit der Grundlinie G. Ist das
Grundsystem ein Punkt g, das Leitsystem eine Linie L, so wird eine
Linie A projicirt, indem man den Durchschnitt zwischen A und L
mit g verbindet (s. Fig. 14)™). Die Abschattung eines Theiles
jener Linie, den wir gleichfalls mit Abezeichnen, wird dann dargestellt
durch die Gleichung
' LA.g
"Log

Nach dieser Analogie wird man sich leicht eine Anschauung bilden
konnen von der Projektion eines Punktes oder einer Linie, wenn
das Grundsystem eine Ebene, das Leitsystem ein Punkt oder eine
Richtung ist‘, ferner von der eines Punktes odér einer Ebene, wenn

A’

*) Nach dissem Begriffe ist die Kombination, wenn das enhpnohuﬂo
Produkt null ist, unbestimmt.
*#) Man ist swar nicht gewohnt, die so entatehende Lxmo ahPrOJekhon
zu betrachten; allein die Analogie fordert diese Betrachtunglweuo Die
Projektion ist hier nkmlich eine eingewandts, s. o. .
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Leitsystem und Grundsysteen Linien sind, endlich von der einer
Linie oder Ebene, wenn das Grundsystem ein Punkt, das Leitsystem
eine Ebene ist. Ist die absugehattende Grisse von gleicher Stufe
mit dem Grundsystem, so zeigt sich leicht, dass die Projektion ilires
Systemes das Grundsystem selbst- ist,daka aldo das Wesen der Ab-
sehattung dann nur in desa Magswidrthe derselben begubt.. -

§ 152. Wir haben nun die Geltung der im zweiten Klplttl
dieses Abschnittes (von:§ 81 .an) fiir die "ort behandelte Art der
Abschattung erwiesenen Gesetze such fiir den so eben dargestelida
allgemeinaren Begrif dersélben’ zu untersuchen; Diss' diese Sitze
soph gélten, weann man statt.der Amsdehriungegrtssen Eletnemtar:
grossen setzt, folgte sehon aiis der yollkommeden Usbereinstimmung
swischen dea Gesetzen, die fur beiderlei Girissem igelten (s..§ 108).
Es ist also die Geltung derselben rur moeh fitr die eingewandte Ab+
schattung darzulegen, und gugleich sind jene S#tze noch so zu erweitern,
dass man anch stait dér ¥ussewen Multiplibation. die kingewandte
einfuhrt. Vergleichen wir den von § 81 an gewihiten Gang der
Entwickelusg, so kihnen. wir sumlichst den sm Séhluseo jenes Para-
gmphen sufgestellten Satu fir das -m@wnndto Produkt mfolgondor
Form danstellen :

2Wenn dié Glieder einer (!lemlmng stmmtlich eingewandte

Produkte su swei Faktoren std, und entweder der erste oder

der -letate Faktor (L) in allen diesen Gliedern derselbe ist, die

ungleichen Faktoren aber demselben: Systeme (G) Gbergeordnet

sind, und dies System (G) mit dem gleichen Fakior L myltiplicirt

das Hauptsystem liefert, so kann man den Fnkwr L in tﬂeh

- Giliedern weglassen.* :
In’ der That werden sich ddnn’ die nnglelchen Faktoren in den
Formen AG, BG,.... darstellen lassen, wo A, B,.... dem L. unter-
geordnet und die Produkte i.ussere smd dnn wird dle Glenchung in
der Form
. L. AG -|-— L.BG + =0

erschemen, oder da . ' v S

L. AG_LG A

ist, weil A dem L nntergeordnet, G cber u.ndL kpmbunrt dss Haup;-
system da.rstellen, und ebenso T ey
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BN 'L .BG==LG.B w s w,
0. arhitle. man

d. k-

LG, A+I.G Boporr. =0,

LG(A+B+ ‘) --0
welcher Gleiclrang, da LG das aniym darstelit, nor gvenﬂgt

wird, wemn
_ A4B.... =0,
- (A4B+4-....)G,d bh. AG-}-BG4-.... ==0
ist, und somit ist jemer Sats bewiceem. Aus diesem Batufdlgenm
ganz auf dieselbe Weire, wie in § 83, die Siitse :

»Eine Gleighung bleibt als sclche bestehen, wenn man alle ihre
Glieder in demselben Sinne abschastet*
und

,,DnAhnhuung qnu-Bumo st ghch der Bumme aus den

Abichattungen der. Stticke.“

In .der That erbitit. man, wemn man dnmbneGlenhunggﬁod—
weise mit. dem Leitsystem (L) muitiplicirt; und statt der Glieder
der urspriinglichen Gleichung nun in diese neue Gleichung ihre
Ahachattyngen auf dasselbe, Gryndpystem G petzt (was nach der
Definition der Abschattung verstattet ist), die Gleichung in der Form,
dass man. nach dem puletzt bewiesoman Satzg dem Faktoe L weglassen
daxf; wodurch danm der erste jenar beiden Sktge erwiesen iet, und
soxsit angh der sweite, welehex aur eine andere Ausdrucksweise des-
sefben Satpes daratellt™),

§ 153. DieSstze in § 84 setzen dxeAhsehuttungeueslmsoren
Produktes in Beszichung mit den Abschattungen seiner Faktorem,
und wir haben die entsprechenden Sitze aufzustellen, sowoh]l wenn
dss Produkt eim eingewapdtes, als auch wenn die Abschattung eine
eingewandte wird. Ist das Produkt ein eingewandtes, dessen Be-
ziehungssystem sugleich das Hauptsystem der Abschattung ist, und
ist die Abschattung durchweg eine eingewandte, d. h. nicht nur die
der Faktoren jenes Produktes, aondern auch ins Besondere des

*) Was dem in § 83 dargestellten S.tne entspricht, ist seinem wesent-
lichen Gehalte nach schom friiher da gewesen, und kann daher "hier ﬂbor-
gangen werden.
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Produktes sellst, . so gilt der in § 84 dargestellte Saty, dass die Ab-
sobattumg éines Produkees das Produkt ist aus der Abschattangen
seiner Faktoren, auch fir den 50 eber bézeichnetén Fall, indein
die Bowdisithrang genau -dieselbe ist, wie in jenem Paragraphenm.
Nangdich sind A, B die Faktoren 'des Produkies, L das Leitsystem,
G .das Grundsystem, so ist das Prodekt L. (A.B) ein eingewandtés
ass 8 Faktoren in Besug auf dasselbe Hauptsystém; da man hier
belicbig susammenfassen wnd mit Beobachtung der Vorzeichen ver
tanschen: kmnn, so wird der Wérth jenés Produlites nicht genndert;
wenn man statt A und B Gréssen sotzt, die mit L dieselben Produkte
liefern, alie z. B. ihre Abschattungen A’ und B’ mfhanndsym
G'; en ist-aleo dann
- - L.(A".B)m=L.(A.B), -
wd da A’ aoﬁolﬂnhBaheinpwndteAbnh«ungu&emeﬂ
systemie @bergeordnet sind, so ist es awch ihr gemeimschaftliches
System, d. h. ibr Produkt, also ist-A’. B’ dl¢ Abschattung von A.B
auf G mach- dem Leitsysteme L, Es ist also die Gelteng des Satses
fiv dea boscichueten Fall bewiesen; aliein es meigt sich bald, dass
derselbe aligemein gilt, sebald nur die Abschattungen des Produktes
und der beidén Faktorem, entweder alle drei eingewsndie oder alle
drei #ussere sind, mag nun dss Prodwkt ein Zusseres oder einge-
wandtes sein. Wir setzen zuerst voraus, dass das Produkt einen
geltenden Werth habe uad seine beiden Faktoren reine Ghdsseh
seien; wnd zwar wollen wir die Geltung des Satres zuerst fir den
Fall beweigen, dass die Absehattung durchweg eime Hussere, das
Produkt ein eingowandtes ist. Es seisn die beiden Fuktorea dieses
Produktes M uad N, B stelle ihr gemeinschaftiiches System dar;
damn werden sich M wnd N als Sussere Produkte in den Formen AB
und BC darstellen lassen; wnd zwar muss -damn ABC als Husseres
Produkt einea geltenden Werth haben, weil C mit AB keinen Faktor
von geltender Stafe gemeimschaftlich habon kann; denn hittten sie
eimen solchen gemeinschaktlich, so wiirden auch M und N, wie lei¢kt
zu sehen ist, ein System htherer Stufe gememscha.ﬁhch hsben, als
B ist, gegen die Voraussetzung. Nun ist
M.N==AB.BC==ABC.B,

indem B und BC einander eingeordnete Faktoren sind, welche man
daher bei der fortschreitenden Multiplikation nach § 136 vertauschen
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ksan. Wit haben mun vorsusgesetat; dass die Atweliattung/dureh-
weg oine Kumewe sei, sowohl flir 'die Faktoved M: und N, ads. asich
far deren Froduks, d. h/ filr iho gemeinschaftliches. Sysfeni B wind
ibx niiohatumfassendes ABQ. . :Bind mun A', B, C', M’;: N, besithlich
die -Uusspren Abachattnngen von A, B, 0, M, N, 50.sind (nach §.84),
AR, BC', AB'(C:dis Ahseclisttmsigen von AB, BO, ABC, ' Fémer
ds M. N gleich ABC: B ist, :d0 ist. nach der in § 150 aulgéstillen
Definition die . Abschattung. von M. N gleich dem Prodwk¢ der Ab+
sehattungen von ABC und B, alse glelth. AB'C':B’. Ferner ist
M.N=AB.B(Q ==ABC .5,

also das Produkt-der. Abachattwnges M . N'/gleidh iex\Ahelnttug
des Produktes M .N. Somit ist fir den in Betracht geségemén Fall
die Giiltigkeit des ohigen Gesbtses bachgewiesen. Es bleibt also
das Forthestehen dieses Gesetzes. nur noch firi dem ¥all su heweisen,
degs die Abschattung deinchweg -aine eingewandte .ist; Ier Beweis
fir -diesen Fall ist genaw derselbe, . wie-fir den sd ebén. betrachteten
Fall, -wetn man nur nach dem iin § 143 sufgestélites Brineip statt
der Husseren Multiplikatioh die puf.dns Hatiptéystem der Abschastung
bestigliche .eingewandte Multiplikation einfilbrt, und. die dert emt-
wickelten Uminderangen, welche durch diese Rihfilkirung bédingt
sind, eintweten ldsst. Namentlich ist festzghalten, dass, wie jeds
(Griwse, welchie einer andern:-untergeordnes ist, ald Kusserer Faltor
derselben dargestellt werden kann, so aueh jeds Grisse, welehe eimer
andlern bergeordnet ist, als eingewandter. Fsktor derselben in Besug
anf das Haupteystem dargestellt. werden konis. Um jedoch die Art
dieser DUmiinderung ad eimem: sientlich fuseshmemgosetzten Beispicle
klar av's Licht treten su lessen, will ich die Uehertraguig des obigen
Bewoisea hier ausfihrlioh folgen-lassen. . Es seien dié beiden Faktoren
des eingewandten Produktes M und.N; B stelle ihr nilehsturhfasetndes
System dar; denn werden sich. M ‘upd N: als eingewandte suf dss
Hauptaystem der Abschettung bemtgliche Produkte in den Fermen
AB und BO denstellen lassen *); und .zwar tsuss danp ABC als -eith-

*) In der That, wenn D enn Sya)em darstellt, welcl}es das System von

’ DM
B zum H.uptaysteme der Absghattung erglnst, » wird man nur A=Hp

ND
und Coum BD™ seuen haben.’
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gewandies auf des Haupisystem der Abschattang - betigliches Produkt
oinen geltenden Werth hishen, weil AB uad C von keinem niederern
Systemo als dom Heuptaysteme umfasst werden k¥nuen®); denn
wirden. sie; won .einem solchen Systeme.umfasst, so.wiitden eneh M
usd N, wie leiekt zu dehon ist **), von einem Systeme niederen Stufe
untfagat wenden; als B. ist, gegén die Vorsussetsung. Nun.ist
oL M.N==AB.BCe=ABC.B,
m&em B vnd BC einsnder eingecrdngte Enktdren sind, welche man
daber hei der fontschreitenden Multiplikation nach. § 136. vhrtauschen
kann. Wir haben nun vorausgesetzt, dass die Abschattung durch-
weg eine eingewandte sei, sowohl filr dle Faktoren M und N, als
auch fir deren Produks, d. h. fir ihr nlichstumfasséndes System B
und ihr gemeinschaftliches ABEC. /' Sind nun A', B, C', M, N’ be-
zichlich die eingewandten Abschittungen von A, B, O, M, N, so
sind (nach § 153) A'B’, BC, A'B'C’ die Abschattungen vem AB,
BC, ABC. Ferner da M.N gleich ABC.B ist, so ist nach der in
§ 150 aufgestellten Definition die Abschattung von 'M . N gléich dem
Produkt der Abschattunge‘n von ABC und B, a.lso gletch A’B'C' B’
Ferner ist
' M’.N’sA'B’.BC’aA’B’C’.-B;

also das Produkt der Abschattungen M'. N gleich der ‘Abschattung
des Produktes M.N. Somit ist auch far diesen Fall die Glmigkeit

*) Hier tritt die Analegie in dem Worhundnmke nicht sa khr hervor.
Sollte sie klar hervortreten, §o miisste man im ersten Falle sagen: ,weil das
8ystem, welches AB und C gemeinschaftlich haben, von keiner htheren Stufe
als der nullten sein kann“ und im letzteren Falle ,weil das System, welches
AB und C umfasst, von keiner niederern Stufe als der h-te séin kann*, in-
dem nimlich h die Stufe des Haaptsyatems bezeichnet.

**) Nimlich wenn D jenes System darstellts, was AB oder M und C
umfassen sollte, und doch niedriger wire als das Hauptsystem, so wiirde
sich C als eingewandtes, auf das Hauptsystem beztigliches Produkt in der
Form D .E darstellen lassen, and es wirde Nw=B,CenB.(D. ), oder-da
dies Produkt ein reines ist, ==(B.D).E sein;.wo dss nichatumfeasends
System zu B und D das Hauptaystem sein muss; es wird also das den Grossen
B und D gemeinschaftliche Byatom die Grosse N umfassen, und auch die
Grisse M, da diese sowohl von B als von D umfasst wird. Das gemein-
lclmftliche System von B und D umfasst also M und N, ist aber von niederer
Stufe als B, da D nicht das Hauptsystein ist, und B und D als nkchstumfassen-
ded System das Hsuptsystem habon. . ¢
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des obigen Gesetses nachgewicsen. Wir setsten in beiden Filen
noch vorans, dass das abzuschattende Produkt einen geltenden Werth
habe, und die Faktoren reine Grissen seien. Ist das absuschattende
Produkt null, so ist, um die Geltung jenes Gesetses auch fir diesen
Fulk zu erweisen, nur za seigen, dass das Produkt aus dem Ab-
schattungen der beiden Faktoren sueh null sei. Wenn e¢iner der
urspriinglichen Faktoren rull ist, 8o ist anch seine Abschattung null,
also auch das Produkt der Abschatteegen null. Wenn aber die
beiden Fuktoren geltende Werthe haben, und das Produkt dennoch
null ist, so muss, da
M.N==ABC.B

int, undBmehtnullm, ABC. BdsProinktmduFmchm
ordnung s&ber nicht snders nall wevden kann, als wenn einer der
Faktorea null wird, nothwendigABlelsa’n, also auch seine Ab-

schattang, d. h.
A’BC—O

also muss auch ABC’.B’, d. h. M'. N oder das Produkt der Ab-
schattungen null sem. Es bleibt also auch noch in diesem Falle
. die Abschattung des Produktes gleich dem Produkt aus den .Ab-
schattungen der Faktoren. Es ist nun, um das Gesets in seiner
ganzen Aligemeinheit darsustellen, nur noch die Beschrinkung suf-
zuheben, dass die Faktoren des abzmschattenden Produktes reine
Grossen sind. Sind dieselben Beziehungsgrissen, deren Besie-
hungssystem (K) identisch ist mit dem Besiehungssysteme des ein-
gewandten Produktes und sind g und » die Gradzahlen jener Be-
ziehungsgrossen, M und N ihre eigenthtimlichen Werthe in Besug
auf das Mass K, so wird sich das Produkt in der Form
. K¢M. KN

darstellen lassen. Dies Produkt istnunnach§ 188 gleichK#+*M.N
oder, wenn M. N gleich K. I ist, gleich K#¥+”K.1. Beseichnen
wir die Abschattungen mit Accenten und nehmen dieselben entweder
durckweg als dussere oder durchweg als emgemdte an, so ist die
Abschattung des oblgen Produktes

=KA+*K'T,

=KH#+ "M N,

=KH4“M .K"”N,
d. h. gleich dem Produkte der Abschsttungen. Also- gilt nun das
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Gresets such noch, wenn die Faktoren Besishungsgrissen sind, derem
Besichuogssystem mit dem Besishungssysteme des eingewandten
Preduktes zusammenfiillt. Deraus folgt nun aweh, dass es fiir reine
singewaadte Produkte aus belishig vielen Faktoren gilt. Nachdem
wir nun alle tberfltissigen Beschritnkingen aufgehoben haben, kirnen
wir das Gesetz in seiner gansen Allgemeinhseit hinstollen :

nDie Abschattuag des Produktes ist gleich dem Predakte aus

den Absechattungen seiner Faktoren, wenn fir alle absusehat-

tenden Grbssen sowohl der Sinn' der Abechattung als auch das

Beziehungssystem dasselbe ist.“

Wir sagen nimlich, dass der Sinn der Abschattung mehrerer Grossen
derselbe sei, wenn nicht our Grundsystem und Leitsystem dieselben
sind, sondern auch die Absehattungen entweder simmtlich lussere.
oder simmtlich eingewandte sind.

§ 164. Dareus, dass jede Gleichheit, welche zwischeu den
Vielfachensummen einer Reihe von Grissen stattfindet, awch bestehen
bleibt, wenn man statt der Grossen ihre Abschattungen setzt, oder
mit andern Werten, dase die Abschattungen in derselben Zahlem-
relation stehen wie die abgeschatteten Grossen, folgt, dass die Ver-
wandtsehaft swischen den Abschattungen und den abgeschatteten
Grossen eine besondere Art einer allgemeineren Verwandtschaft ist,
welche darin besteht, dass die swischen einer Reihe von Grissen
herrschenden Zahlenrelationen auch fiir die entsprechenden Grilssen
der zweiten Reihe gelten; und wir wollen daher diese allgemeinere
Verwandtschaft der Betrachtung unterwerfen. Es tritt jedoch diese
Verwandtechaft exst in ihrer gansen Einfaehheit hervor, wenn die
Beriebung eine gegenseitige ist, d. h. wenn jede Zahlenrelation, welche
swischen Grbssen der einen Reihe, welche von beiden es auch sei,
stattfindet, auch zwischen den Griesen der andern Reibe herrscht;
und swei solche Vereine von entsprechenden Gresen, welche in
dieser gegensoitigen Besichung su einander stehem, nennen wir affin*).
Diese Gegenseitigkeit der Begishung fiihrt das Gesets herbei, welches

R
*) Der Begriff der Affinitiit, wie wir ihn hier aufstellten, stimmt mit
dem gewdhnlichen Begriff derselben in sofern iiberein, als er auf dieselben
Grissen angewandt, auch dieselbe Beziehung darstellt; fhr Begriff ist hier
naur in sofern allgemeiner gefasst, als er sich anf andere Grssen dberteage
1Xest. . .
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ttberall jede einfache Besiehung ausyeichmet, dass nimlich, wenn
gwei Viersine von Grssen A und B mit einem dritten C affin sind,
sie es auch unter sick sind. In'der That, da dsam jede Relation in
A auch in C stattfindet, und jede Relation, die in C stattfindet, auch
in B herrscht, so muss such jede Relation in A zugleich in B statt-
finden, und aus demselben Grunde jede Relation, die in B herrseht,
sugléieh in A stattfinden, d. h. A und B sind einander affin. —
Es fragt sich nun, wie man su einem beliebigen Vereine von Grossen
tberhawpt einen andern' Verein bilden kann, welcher mit jenem in
derselben Zahlenrelation stehe, wnd ins Besondere einen solchen,
bei welchem diese Beziehung eine’ gegenseitige ist, d. h. welcher
dem ersteren affin sei. Hat man in dem gegebemen Vereine n
Grtesen (derselben Stufe), zwisclion denen keine Zshlemrelation statt-
findet, als deren Vielfachensummen sich aber die tibrigen Gréssen
jenes Vereins darstellen lassen, so lhsst sich zeigen; dass man, um zu
einem gweiten Vereine zn gelangen, welcher dieselben Zahlenrela-
tionen darbietet, die in dem ersten Vereine herrschen, in dem zweiten
Vereine n beliebige Grtesen, welche unter sich vom gleicher Stufe
sind , als jenen n Grssen entsprechende annehmen kann, dann aber
zu jeder andern Grbsse des ersten Vercins die entsprechemde im
zweiten findet, indem man die erste als Viefachensumme jener n
‘Grossen der ersten Reihe ddrstellt und dann in dieser Vielfachen-
summe statt jener m Grissen die entsprechenden der sweiten setst,
dass aber diese Beziehung nur dann und immer dann eine gegen-
seitige ist, die Vereine also einander affin sind, wenn zugleich die n
Grossen des zweiten Vereins keine Zahlenrelation unter sich-sulassen.
Die Richtigkeit dieser Behauptung beruht darauf, dass, wemn n
(Grissen in keiner Zahlenrelation stehen, d. h. keine derselben sich
als Vielfachensumme der tibrigen darstellen l4sst, und dennoch eine
Vielfachensumme dieser Grssen gleich mull sein soll, nothwendig
alle Koefficienten dieser Vielfachensamme einzeln genommen gleich
null sein mtissen ; denn hiitte einer von ilinen einen geltenden Werth,
so wirde die Grosse, der er zugehort, sich als Vielfachensumme
der tibrigen darstellen lassen, was gegen die Voraussetzung ist.
Aus diesem Satze nun ergiebt sich die Richtigkeit der obigen Be-
hauptung sogleich. Denn sind a, b, c... irgend welche Grissen
des ersten Vereins, zwischen denen eine Zahlenrelation
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oa b e i -t - Lo
statt ﬁhdw, wund man’ditickt s, B,... als Vielfachensumine’ jener
n@rbmdu&m?emorp r,,nus,soﬂr&meh jene
Gleichwung. in' der Form -

e.t,-{—e,:,-{-\-.... S0 o
davstellen hann, in welcher. nach dem so eben emesenen Satze
alle Koefﬁcmneon ‘mall sein mtissdn ; also

- 0i==0, & "'0 o :

Diese Grbssen ¢4 ¢3,..--- sind-nur von den Koefficienten e, p,

und -von, depr Koefficienten deér Vielfaehensumme, in welcher a, b
dargestellt sind, sbhingig. Sind mun o', b'..... und ¥y, r,,....".
die entsprechenden Grissen des sweiten Vereins, se miissén a’,
[ sws a, b,... dadureh hervorgehen , ‘dass man iti den Viel-
fachensummen , welche a, b... darstellen, statt r;, rq;... die ent-
sprechenden Grbssen ry, ry,....setzt. Folglich wird der Ausdmck

wa ~}-Ab ... ==pgr,+e,r,+ .....

sein, and also da @, @y,,.... einzeln’ genommen null sind, selbst
gleich null sein miissen, a.lso R :
“’+N+ coi=0,

d. h. zwisehen den Grissen des zweiten Vereins bleibt jede Zahlen-
relation bestehen, welehs zwischen denen desersten besteht. ‘Bind
nun die Grossen ry...r, gleichfalls von der Beschaffenheit, dass
swischen. ihnen keine Zahledrelation stattfindet, so lisst sich ebenso
der Rtickschinss machen, die Beziehung ist also dann einé gegen-
seitige, aund die beiden Vereine von Grissen sind einander affin.
Hingegen herrscht zwischen diesen Grbssen r'y....r', eine Zahien-
relation, so ist klar, dass man, da diese Relation zwischen den
entsprechenden Grissen des ersten Vereins nicht stattfindet, auch
nicht von dem Herrschen einer Relation innerhalb des zweiten
Vereins einen Schiuss auf das Fortbestehen derselben im ersten
machen darf, dass vielmehr die Beziehung dann nur eine einsei-
tigo ist. . |

§ 165. Wenn nun zwei Vereine entsprechender Grissen ein-
ander affin sind, so werden auch die Produkte aus den Grissen
des einen Vereins den emtsprechend gebildeten Produkten des an-
dern Vereins affin sein, wenn nur di¢-Multiplikationsweise, durch
welche diese entsprechenden Produkte gebildet sind, in beiden Ver-
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einen in dem Sinne gemommen ist, dass das Produkt dann, aber
auch nur daan als mll erseheint, wenn die Faktoren in einer Zahlea-
relation zu einander siehen. st mkmlick die Multiplikation in
dieser Weise angenommen, 80 kann zuerst xwischem den verschie-
denen Produkten, welche sich aus den n Gxiissen A,..... A, des
einen Vereins, die in keiner Zahlenrelation st einander standen,
bilden lassen, gleichfalls keine Zahlenrelation stattfindén; d. h. es
kann keins dieser Produkte sieh als Vielfachensumme der tbrigen
darstellen lassen. Deénn geseist es wikre dies der Fall, so kinute
man in der Gleichung, welehe jeads Produkt . B. Ay Ay A; als
Vielfachensumime der tibrigen darstellt, jedes Glied mit den skmmt-
lichen Faktoren A, ...A, multipliciren, die jenes Produkt nioht emt-
bilt; durch diese Maultiplikation wezden dann alle tibrigea Produkte
mit Ausnahme dessen, was als Vielfachensumme der tbrigen er-
scheinen soll, null, weil tn ihnen wenigstens einer von dem hinzu-
tretenden Faktoren schon unter den vorhandenen Faktoren vorkommt,
aleo nun zwischen den Faktoren Gleichheit, also auch eine Zahlen-
relation statt findet ; man erh¥lt daher die Gleichung
Ay Ay..... A =0,

d. h. zwischen A;....A, wiirde eine Zahlenrelation statt finden
miissen, was wider die Voranssetzung ist. Betrachtet man nun feraer
ein Produkt P.Q.R, dessen Faktoren Grossen jemes Vereins,
also als Vielfachensummen vor A, ....A, darstellbar sind, so wird
auch dies Produkt, wenn man die einzelnen Faktoren als Vielfachen-
summen darstellt, gliedweise durchmultiplicirt und die Faktoren der
eingelnen Glieder gehorig ordnet, als Vielfachensumme der aus den
" Faktorem A,....A, gebildeten Produkte erscheinen. 8ind nun in
dem andern Vereine A';....A', als die den Griesen A;....A, eat-
sprechenden angenommen, und werden als die ibren Produkten
Ay Ag A, ete. entsprechenden Grssen die Produkte deren en-
den Faktoren A’} Ay A'; angenommen (was verstattet ist, da zwi-
schen jenen Produkten des ersten Vereins keine Zahlenrelation statt-
findet), so wird dem Produkte P.Q.R das Produkt P'.Q .R’ der
entsprechenden Faktoren gleichfalls entsprechen. Denn man erbilt
aus P.Q.R das Produkt P'.Q'.R’, wenu man, nachdem P, Q, R
als Vielfachensummen von A, .... A, dargestellt sind, statt A, . .. A,
die entsprechenden Grissen A'y...A's setst. Das Gesets das Durch-
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multiplicirens. ist nun fiur beide Produkte dasselbe, jedes Produkt
fernex zwischen A;....An, was gleiche Faktoren enthilt und somit
null wird, hat aueh sum entspreechenden Produkte ein solches, was
null wird; and darin liegt, dass auch dasselbe Vertauschungsgesets
herrscht, indem (A -~B) (A -}- B) eder AB - BA in beiden Fillen
pull ist, also die Faktoren nur mit Zeichenwechsel vertauschbar sind.
Daraus nun folgt, dass, wenn PQR als Vielfachensumme der aus
den Faktoren A;...A, gebildeten Produkte erscheint, man daraus
P'Q R’ erhilt, indem man statt A, ... A, die entsprechenden Grissen
A ...A’,, oder statt der aus den ersterem gebildeten Produkte die
aus den letsteren gebildeten setzt. Hierin liegt nun vermittelst des
obigen Gesetzes, dass die. Produkte des aweiten Vereins in derselben
Zahlenrelation stehen, wie die entsprechenden des ersten, und
dass also, wenn die beiden Vereine einander affin sind, auch die
Produkte des einen Vereins den entsprechenden des andern affin sind.

§ 156. Es giebt unter den bisher betrachteten Multiplikations-
weisen nur zwei, welche der im vorigen Paragraphen a; enen
Bedingung geniigen, dass nimlich das Produkt dann and nur dann
als null erscheinen soll, wenn zwischen den Faktoren eine Zahlen-
relation herrseht, das sind nimlich erstens die #wssere Multipli-
kation von Grossen erster Stufe und zweitens die eingewandte
Multiplikation ven Grissen (n—1)ter Stufe in einem Hauptsysteme
n-ter Stufe und in Bezug auf dasselbe. Dass die tibrigen Multipli-
kationsweisen, welche wir bisher kennen gelernt haben, nicht den
" Bedingungen des vorigen § gentigen, leuchtet sehr hald ein. Zwar
witirde das in jenem Paragraphen dargestelite Verwandtschaftsgesetz
ein vortreffliches Mittel darbieten, um in die Bedeutung des formalen
Produktes, welches wir bisher nicht der Betrachtung unterworfen
hatten, hineingudringen; doch wollen wir uns durch solche Betrach-
tungen, welche uns jedenfalls in schwierige und weitliufige Unter-
suchungen verwickeln wiirden, nicht den Raum fir andere wichtigere
Gegenstiinde verkiirzen ; und wir bleiben daher bei den beiden Fiillen
stehen, auf welche unser Gesets direkte Anwendung erleidet.

§ 187. Wir gelangen durch Anwendung des in § 155 dar-
gostellten Gesetses auf die beiden in § 156 aufgefihrten Multipli-
kationsweisen zu zwei Hauptgattungen der Affinitkt, nitmlich der
direkten und der reciproken, indem eines Theils don Grissen

16
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erster Stufe des emen Vereine Grissen erster Stufe des andern ent-
sprechen; und andern Theils den Grdssen erster Stufe des einen
Vereins Grissen (n—1)ter St. des andern emtsprechen, wemn jeder
Verein ein System n-ter Stufe als Hauptsystem darbietet. Wir
ktunen daher folgenden Hsuptsatz der Affinitlit aussprechen:
pWenn man zu n von einander unabhlingigen Grissen erster
Stufe n gleichfalls von einander unabhfingige Grssen erster Stufe
oder n Grissen (n—1)ter Stufe, welehe einem System n-ter
Stufe angehtren, deren eingewandtes Produkt aber einen gelten-
den Werth hat, als entsprechende nimmt, so bilden die aus den
entsprechenden Grissen durch dieselben Grundverkntipfungen
gebildeten Grosser zwei eimander affine Vereine von Grdssen,
und jede Grundgleichung, welche awischen den Grossen des
einen Vereins besteht, bleibt auch bestehen, wenn man statt
dieser Grissen die entsprechenden des andern setst. Im ersten
Falle heissen beide Vereine direkt affin, im sweiten reciprok
~ affin.4
" Dieser Satz ist von so allgemeiner Geltung, dass er, wie wir
spiiterhin seigen werden, die allgemeinsten lineAren Verwandtschaften,
wie die Kollineation und Reciprocitit unter sich begreift, und den
vollstindigen Begriff dieser Verwandtschaften, welche bei der gew5hn-
lichen Auffassungsweise nur in unvollkommener Gestalt hervortreten,
darstellt. Namentlich liegt in diesem Satze, dass, wenn m Grissen
des einen Vereins irgend einem System angehtren, dann auch die
entsprechenden Griesen des andern Vereins bei der direkten Affinitit
einem System derselben Stufe angehdren, bei der reciproken einem
System von ergiinzender Stufe, weil nimlich das Produkt derselben
gleichueitig null wird.

§ 158. Wir haben nun die Absehathmg als besondere Art
der konstanten Zahlenrelation und der Affinitiit darsustellen, und:
anzugeben, in welchem Falle die allgememe Verwandtschaft in diese
besondere iibergeht.

Wenn zuerst swisches den Gﬁimm erster Stafe eines Vereins
A dieselber Zahlenrelstionen statt finden, welche zwischen den ent-
sprechenden Girtssen erster Stufe eines andern Vereines B herrschen,
so fragt sich, welechér Bedingung beide Vereine wnterwerfen sein
mtissen, wenn der erste Verein A -zugleich die Abschattung des
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zweiten B sein soll. Nennen wir das System, welches einen Vorehy
von Grissen erster Stufe sunichst umfasst, dasBystem dieses Veroins,
80 lemohtet ein, dass A nur dann die Abschattung von B sein konne;
wenn in demjenigen Systeme C, welches den Systemen beider Vereine
gemeinschaftlich ist, die entsprechenden Grossen beider Vereine zu-
sammenfallen, d. h. einander gleich sind, wie dies unmittelbar aws
derIdee der Abschattung hervorgeht. Wir knnen aber auch seigen,
dass, wenn diese Bedingung eintritt, auch jedesmal der Verein A aly
Abschattung des Vereines B aufgefasst werden kinne, und der Sinn’
der Abschattung dann bestimmt sei. Um dies su beweisen, kinnen
wir zuerst das System von B als Kombination des gemeinschafthichen:
Systemes C mit einem davon unabh¥ngigen Systeme darstellen.
Dies System, welches dann zugleich von dem Systeme des Verefries
A unabhiingig sein wird, sei von m-ter Stufe, d. h. es sei dureh das
#ussere Produkt von m Grissen erster Stufe b;y....b, dirgestellt;
welehe alle von einander unabhlingig sind. Wird nun vorlsafig L
als das Leitsystem angenommen, und sind &, ....8, die den Grissen
by ...b, emtsprechenden Grissen des ersten Vereins A, so erhilt
man, wenn rugleich &, ....a, die Abschattungen von by ...b, nach
dem Leitsysteme L sein sollen, die Gleichungen : .

. L:isy=L.by, ...... L.an==L.by, -
oder : -
L.(s,——b,)ao, ........ L-(‘m‘—'bm)—o;
d.h. die Grtssen (8 —by), .. ..(8m — by) sind dem Leitsysteme writer-
geordnet. Es sind aber diese Grissen sowohl von einander als von-
dem Systeme des Vereins A wnsabhiingig. Deni fiinde eine solche’
Abh#ngigkeit statt, so wiirde auch eine Vielfachensumme vona ...8 x5
und den andera Grssen erster Stafe, die dem Vereino A ahgektven,
als gleich .erscheinen eimer Vielfachensumme der Grdssen by ...by;
d. h. es wiirde in dem Systeme by .bg....b, eine Grese geben,:
welche den Systemien beider Vereine gemeinschaftlich waré, d. h.
dem Bysteme C angsh¥rte, was wider die Voraussetsung ist, indemt
jenes Produirt voa C: unsbhitngig angenommen ist. Da nun dée
Grdssen (8y ~by)...(&m ~—bm) von einander unabhiingig und dem.
Systeme L. untergeordnet sind, so ist auch ihr Susseres Produkt diesom::
Systeme untergeordnet ; wad werin wir annehmen, dxss das Leitsystem:
nieht von héberer als m-ter Stufe-ist, so folgt, daes es dureh Jewes:

16*
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Paodukt dargestellt, also vollkommen bestimmdt ist, oder mit andern
Weorteti,; es ist dana der Sinn der Abschattung bestimmt, Setsen wir
daher L jenem Produkte gleich, so folgt auch umgekebrt die G'illtlg-
keit der Gleichungen
L.ag==L.b; u.s. w.,
uad dQL von dem Systeme von A unabbingig ist, so folgt, dass
8g...8n in der That die Abschattung von by,..bx auf das System
von ‘A nach dem Leitsysteme L sind. Nimmt man nun in dem
Systeme von B irgend eine andere Griese erster Stufe b m, 80 wird
sich dieselbe als Vielfachensumme von den Grdssen b, ...b, und von
Grossen, die dem Systeme C angehiren, darstellen lassen Dann
wird die entsprechende Grisse a des ersten Vereins sich als ent-
sprechende Vielfachensumme von den entsprechendem Grissen ihres
Vereins darstellen lassen, d. h. als entsprechende Vielfachensumme
von den Abschattungen jener Grissen erscheinen, oder sie selbst ist
die Abschattung jener ersteren. Wir haben somit den Satz gewonnen :
» Wenn zwischen den Grossen erster Stufe eines Vereins (A) die-
selben Zsahlenrelationen stattfinden, welche zwischer den ent-
sprechenden Grissen erster Stufe eines andern Vereins (B)
herrschen: so ist der erste Verein (A) dann und nur dann als
Abschattung des zweiten (B) aufznfassen, wean in dem gemein-
schaftlichen Systeme beider Vereine die entsprechenden Grossen
zusammenfallen ; und gwar ist dann der Smn der Abschattung
vellkommen bestimmt.“
Als umittelbare Folgerung aus diesem Satze geht hervor, ,dass
von zwei affinen Vereinen dann und wur denn: der eine als Ab-
schettung des amdern erscheint, wenn in dem gemeinschaftlichen
Systemte beider Vereine je zwei entsprechende Grossen susammen-
fallen, und dass dann jeder von beiden Vereinen als Abschattung des
andern aufgefasst werden kann. “
© § 169. Um die gewonnenen Resultate durch geometrische
Anschaunungen zu verdeutlichen, wird es geniigen, affine Vereine
beiderlei Art in der Ebene su betrachten. Es ist klar, wie man
denn zu drei nicht in gerader Linie liegenden Punktgrssen (die aber
aush in Strecken tibergehen ktnnen) drei beliebige ebenfalls nicht in
gerader Linie liegende Punktgriissen als entsprechende annehmen, und
darews swei einanderdirekt affine Vereine ableiten kans, indem man die
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ans jemen entsprechenden Girdesen auf gleiche Weise gobildeten Wiel-
fachensummen , oder deren auf gleiche Weise gebildeten Produkte
als entsprechende Griesen setzt. Eben so erhitlt man swai reciprok
affine Vereine, wenn man zu drei Elementargriseen erster Stufe, die
nicht in gerader Linie liegen, drei Liniengromen, deren Linien ein
Dreieck begriinsen, als entsprechende annimmt, und ausserdem je
swei duxch . dieselben: Grundverkniipfungen aus ihmen erzeugten
Grissen als entsprechende setzt. Es ist aus-dem Fritheren klar, wie
im ersten Falle dreien Punktgriesen des einen Vereins, die in gerador
Linie liegen, auch drei des andern entsprechen, die gleichfalls in
gerader Linie liegen, und eben so dreien Liniengrissen des einen, die
durch Einen Punkt gehen, drei des andern entsprechen, welche gleich-
falls durch Einen Punkt gehen; wie ferner im zweiten Falle dreien
Punktgriesen des einen Vereins, die in Einer geraden Linie lisgen,
drei Liniengrtssen des andern entsprechen, die durch Einen Punlt
gehen wund umgekehrt. Dabei ist jedoch festzuhalten, dass die Punkt-
groesen auch in Strecken, die Liniengréssen in Flichenrtiume um-
schlagen kinnen. :
§ 160. Unmsere bisherige Betrachtungsweise unterscheidet sich
von der gewthnlichen geometrischen Anschauungsweise dadurch, dass
wir die Ponkte nieht fiir sich, sondern behaftet mit gewissen Zahlen-
koefficienten, die wir Gewichte nannten, auffassten; und dies war
nothwendig, damit sie eben als Grissen erscheinem komnten. Deér
Punkt selbst erschien entweder als soleche Grosse mit dem Gewiehte
1, oder als System, dem die Grisse angehtrte. Ebenso mussten
die Linie, die Ebene, der Raum, wenn sie als Grdssen etscheinen
sollten, einen bestimmten Masswerth. darbieten, Wnd so als Linien-
griese , Plangrisse und begréinster Korperraum aufgefasst werden.
Es ist besonders die erste Betrachtungsweise (der Punkte als Gresen),
welche von der gewthnlichen ginzlich abweicht. Es bleibt uus
daher jetst noch besonders tibrig, fir die in diesem Kapitel darge-
steliten Gesetse jeme Differenz auszugleichen. Wir kntipfen diese
Betrachtung an die allgemeine Verwandtschaft der Affimitit; und
nennen suniichst die entsprechenden Systeme sweier affiner Vereiny,
linellr verwandt, und swar wenn jene Vereine direkt affin. sind; v
nennen wir die Vereine ihrer Systeme kollinear verwandt, und wean
sie reciprok affin sind, reeciprok verwandt; oder um diese Begriffe
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sogleich anf die Gleometrie su tbertragen, wean nwei Vereine von
.Gvissen (Elomemtargrossen, Liniongrossen, Plangwissen) in direkter
-oder reciproker Affinitiit stehen, 80 nennen wir dis Vereine der ihnen
sugehiirigen Bysteme (Punkte, Linien, Ebenen) kellinear oder reciprok
verwandt. Wir haben nun nachauweisen, dass dieie Begriffe mit den
sonst unter den sufgefiibrten Namen verstandenenBegriffen zusammen
fojlen. Mbbius, der Begriinder dieser allgemeinen Verwandtschafts-
theoria, stellt als den Begriff der Kollineation auf¥), dass bei swei
ebenen oder kirperlichen Riiumen, welche in dieser Verwandtschaft
atehen, jedem Punkte des einen Reumes ein Punkt in dem andern
Raume dergestalt entspricht, dass wenn man in dem einén Raume
dinte beliebige Gerade zieht, von allen Punkten, welche von dieser
Geraden getroffen werden, die entsprechenden Punkie des andern
Raumes gleichfalls durch eine Gerade verbunden werden kinnen.
Hiersus_folgt vermtge der in den vorigem Paragraphen dargelegten
Gueetze, dass in der That die SBysteme, welche den entsprechenden
Qiromen mweier direkt.-affiner Vereine zugehéren, zwei kollineare
Vereine in dem von Mobius dargestellten Sinne bilden; aber auch
umgekehrt lisst sieli zeigen, dass, wenn zwei Réume in diesem Sinne
als kollinear verwandt erscheinen, die emisprechenden Punkte auch
mit . golchen Gewichten behaftet werden kinnen, dass die Vereine der
so0-gebildeten Groesen einander affin sind; oder mit andern Worten,
-dags zwei Réume, welche nach dem Princip der gleichen Konstruk-
tignen ainander kollinear sind, es auch nach dem Princip der gleichen
Zoiger sind. .

.- & 161, Um dies zuerst fiir die Ebene gm beweisen, nehme
wan irgend vier Punkte in der einen Ebene an, von denen keine drei
in gereder Linje liegen, und ebenso in der andern aweh vier solche
Pankte, -und -setae sie einander emtsprechend, was nach dem Prineip
der gleichen Konstruktionen verstattet ist, weil der vierte Punkt von
den drei emsten dureh keine lineiire Konstruktion sabhiingt: Nun kann
ek, in jeder Ebegie dreien von den Punkten solehe Gewichte hinsu-
fiigen,,dnes der vierte Punkt als Summe der so gebideten 8 Elementar-
gridssatvorsehnint; denn wenn man awr jene 3 Punkte. als Richtelemente
annipmt, e 4ind die 3 Riehtstiicke des vierten Punktes die verlangten

¥) in sthnem baryeentrischen Ealktl § 317.
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Elementargrissen; nimmat man nun diese 3 Paare von Elementar-
grissen als einander entsprechende Ghrtissen zweior affiner Vereime
an, so sind auch die beiden vierten Punkte entsprechende Griesen
derselben Vereine. Nun erhiilt man nach dem Prineip der gleichen
lineliren Kowstruktion ans 4 entsprechenden Punktenpasren ABCOD
usd A'B'C'D’ gweier kollinearer ebenen Riiume (Fig. 15. u. 16.)
ein nesues Paar durch das Kreuzen der entsprechenden Linien AB
and CD einerseits, nnd A'B’ und C'D’ anderseits, indem der eine
Kreurpaukt, da er zweien Graden des einen Vereines asgehiirt, auch
als entsprechenden Punkt denjenigen Punkt haben muss, welcher
den entsprechenden Geraden des andern Vereines angehiirt, also den
Kreuzpunkt beider Geraden. Sind nun die su jenen Elementen
gehtrigen Elementargrissen a, b, ¢, d und &', b', ¢, 4’ einander affin,
50 sind es auch die Produkte ab.cd und a'b’.c¢d (nach § 157), und
die Elemente dieser Produkte, d. h. die oben beseichneten Kreus-
pankte, sind also dann auch nach dem Princip der gleichen Zeiger
einander kollinear. Also je zwei Elemente, welche in der Ebene
sich als entsprechende nach dem Prineip der gleichen Konstruktion
nachweisen lassen, sind es auch nach dem Princip der gleichen Zeiger. .
§ 162. Entsprechend lisst sich der Sats fir Korperriume
nachweisen, indem man dann nur statt jener vier Punktenpaare
funf solehe nimmt, von demen keine vier in Einer Ebene liegen.
Daunn seigt sich, wie nach dem Princip der gleichen Konstruktion
Jjeden vier Punkten des einen Vereins, welehe in Einer Ebene liogen,
auch vier Punkte des andern entsprechen miissen, welche gleichfalls
in Einer Ebene liegen. Denn vier Punkte, welche in derselben
Ebene liegen, mtissen sichso verbinden lassen, dess ihre Verbindungs-
linien sich kreusen; diesem Kreuspunkte muss dann auch ein Kreus-
punkt der entsprechenden Varbindungslinien des andern Raumes emt-
sprechen, also miimen such diese Verbindungslinien, aleo anch die
Punkte, welche durch si¢ verbunden werden, in Einer Ebense liegen.
Siwd nun A, B, C, D, E und A, B, C,D, E’ die finf entsprechenden
Punktenpeare, so wird nach dem Prineip der gleichen Konstruksion
dian. Dwrchsohnitte der Ebene ABC mit der geraden Linie DE der
Durechschnitt von ABC mit D'E’ entsprechen. Nun kinnen wir
gabs auf dicselbe Weise, wie vorker, den finf Punktenpaaren solehe
Gewichte geben, dass dis 50 -entstehenden Elementargriseen a, b, ¢,
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d, e md a, b, ¢, &, ¢ cinander affin werden, indem man nur in
jedem Vereine einen jener Punkte ale Vielfachensamme der tibrigen
desselben Vereins darzustellen, und diese Vielfachen als die entsprechen-
den Elementargrissen zu setzen braueht. Dann sind-nach §-157 auch
die Produkte abe.de und a'b'c’.d'e’ einander entsprechende Grissen
jener. affinen Vereine ;- die Elemente dieser Produkte, & h. die oben
bezeichneten Durchschnittspunkte sind also dann auch nach dem
Princip der gleichen Zeiger einander kollinear entsprechend. Somit
wieder, wemm irgend 5 Elemente des einen Vereines nach beiden
Principien 5 Elementen des andern entsprechen, so wird auch jedes
sechste Elementenpaar, was nach dem Princip der gleichen Konstruk-
tion sich als entsprechendes nachweisen lisst, sich auch nach dem
Princip der gleichen Zeiger als solches nachweisen lassen.

Es ist also in der That die Identitdt beider Principien fiir ebene
sowohl als kbrperliche R#ume nachgewiesen. Bei Punkten einer
geraden Linie reicht das Princip der gleichen Konstruktionen nur
dann aus, wenn man mit den Konstruktionen aus der geraden Linie
herausgeht, und also ein entsprechendes Punktenpaar ansserhalb der-
selben annimmt; das Princip der gleichen Zeiger hat hingegen auch
dann noch, wie tiberhaupt immer, seine direkte Anwendung.

§ 163. Nach dem Princip der gleichen Konstruktion nennen
wir zwei Vereine einander reciprok, wenn jedem Punkte des ersten
Vereins eine Gerade des andern dergestalt entepricht, dass, wenn
man in der Ebene des ersten Vereines eine Gerade sieht, von allen
Punkten, welclie in dieser Geraden liegen, die entsprechenden
Geraden des andern.Vereines durch einen Punkt gehen, und umge-
kehrt zu allen Geraden des zweiten Vereines, welche durch den-
selbea Punkt gezogen werdem kpnnen, die entsprechenden Punkte
des ersten in einer geraden Linie liegen. Ebenso werden zwei ritum-
liche Vereine einander nach dem Princip der gleichen Konstruktien
reciprok sein, wenn die Ebenen des zweiten Vereins, welche den
skmmtlichen Punkten einer Geraden im ersten entsprechen, sioh in
-einer und derselben Geraden schneiden, und umgekehrt die Punkte
des ersten Vereins, welche den simmtlichen Ebenen, die' durch die-
selbe gerade Linie gehen, und dem zweiten Vereine angehbrig gedacht
werden, sich durch eine gerade Linie verbinden lassen. Es bedaxf
kaum noch einer Auseinamdervetsrung, dass die auf diese Weise
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reciproken Gebilde es auch mach dem Princip der gleiehen Zeiger
sind, indem sich dies genau auf dieselbe Weise ergiebt, wie es sich
oben fir die Kollineation ergab.

§ 164. Betsen wir drei Punkte, die nicht in einer geraden
Linie liegen, entsprechend mit drei Punkten, die such wicht in ge-
rader Linie Hegen, und bilden darans durch gleiche Zeiger zwei
Versine entsprechemder Griesen: so wird das Gewicht einer jeden
Griisse die Bumme ihrer 3 Zeiger, also das Gewicht zweier ent-
sprechender Grissen dasselbe sein ; es erscheinen also auch die Punkte
selbst tiberall als entsprechende Grisssen, und es herrseht also zwisehen
den Vereinen der entsprechenden Punkte selbst Affinitiit. Daraus folgt,
dass, wenn 8, b, ¢ drei in gerader Linie liegende Punkte, &, b, ¢ drei
ihnen entsprechende Punkte eines affinen Punktgebildes sind, dann nicht
nur auch a, b/, ¢, in gerader Linie liegen, sondern auch die zwischen
ihnen befindlichen Abschnitte proportional sein mtissen, denn wenn

ab == mbe,
ist, wo m eine Zahl vorstellt, so wird auch nach dem allgemeinen
Gesetz der Affinitsit
_ a'b ==mb'c’

sein, und nach der Annahme sollten auch a’, b’, ¢ Punkte sein, wenn
a, b, c es waren. Es fillt somit unser Begriff der Affinitit mit dem
sonst iiblichen Begriff derselben zwsammen, sobald er auf dieselben
Gresen, nimlich auf blosse Punkte (mit gleichen Gewichten) ange-
wandt wird. Die Erzengung affiner Panktvereine tritt noch klarer
hervor, wean wir Parallelkoordinaten zu Grunde legen, oder nach
unserer Bénemnungsweise, wenn wir zu einem Punkt und swei
Strecken des einen Vereins in dem andern Vereine einen Punkt und
zwei Strecken als entsprechende setzen ; und dann die entsprechenden
Grossen durch gleiche Zeiger erzeugen: dann wird das Geewicht dieser
Grossen gleich dem zu jenem Punkte gehdrigen Zeiger sein, und
also gleieh. 1 erscheinen, wean jener Zeiger der Einheit gleiek wird.
Zieht man somit in dem einen Gebilde von einem Punkte ams swei
Strecken, und in dem andern von dem entsprechenden Punkte aus
zwei entsprechende Strecken, und setst diese Strecken als Richtmasse
fiir die Richtstticke der demselben Gebilde sugehtrigen Pumkts, so
haben die entsprechenden Punkte beider Vereine stets gleiche Ge-
wichte; und zugleich sind dadurch aus 3 Paarea eitsprechemder
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Punkte alle tibrigen entsprechenden Pumktsapasre zweier affiner
Punktgebilde bestimmt.

§ 166. Was die metrischen. Relationea sweier kollinearen
Punktgebilde betrifft, so sind diese anf eine htchst einfache Weise
dadurch ansgedriicks, dass

. njede Grundgleichung, welche unabhiingig ist von dea Mus

werthen der darin vorkommenden Grissem, bestehen bleibt,

wenn manstatt der Griesen die entsprechenden eines kollinearen

Vereines setat.”

Numlich da man diese Masswerthe auch so setzsen kann, dass beide
Vereine von Grissen affin werden, und fiir affine Grtesenvereine die
Geltung dieses Satzes erwiesen ist, so gilt er nun umter jener Voraus-
setzung auch fiir kollineare Vereine. Eine specielle Folgerung dieses
allgemeinen Satzes, welcher die metrischen Relationen, welehe
zwischen kollinearen Gebilden herrschen, in ihrer ganzen Vollstindig-
keit umfasst, ist z. B. die, dass jeder Doppelquotient zwischen vier
Groesen A, B, C, D, welcher einen Zahlenwerth darstellt, auch den-
selben Zahlenwerth beh#lt, wenn man statt ABCD die entsprechenden
Grissen A'B'C'D’ eines kollinear verwandten Gebildes setzt ; nkmlich
ein solcher Doppelquotient, da er sich in der Form

AB CD

BC DA
darstellon lisst, ist unabhiingig von dem Masswerthe der 4 Grissen
A, B, C, D, weil jede im Zihler und Nenner einmal vorkommt, folg-
lich wird, wenn man diesen gleich einer Zahlm setxt, diese Gleichung
auch fortbestehen, wenn man statt der Griossen A, B, C, D die ihnen
kollinear entsprechenden Grbssen A', B', C', D' setat, und man hat
somit :

=1m

AB CD A.B ¢y’
BC'DA™ BC DA
Nanutlmhlnt mn, wemn &, b, c¢,d Punkte einer geraden Linie
sind, und &), b, ¢, d' die entsprechenden,
abod ab od
beda be da’
Eban be ist, wenn A eine Linie, b; ¢, d aber Punkte sind, welehe mit
A in ‘demelben Ebeno liegen und selbst unter eimaader in derselben
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Med bA' od -
Acdb Acdb’
Fexner wenn A ¥nd O gerade Linien, b und d Punkte sind undA
C, b, d in derselben Ebene lisgen, so ist :
Ab Cd AV Cd
" BC'dA” bC AN
Feiner wenn A und C Ebenen, b.und d Punkte sind, so ist
Ab Cd A'bY Cd
5C ‘dA” bC "dA’"
Eadlich wenn A, B, C, D Linien im Raume sind, so ist
ABCD AB CD
BCDA™ BC DA
Dis hinzugefigten Bedingungen entsprechen niimlick der in dem all

gemeineren Satze hinsugefiigten Bedmgung dass der Doppelquotient
eine Zah! darstellen seil.

§ 166. Wie sich nun die Kollineation sur Aﬂmtlt verhult,
80 verhult gsich die Projektion zur Abschattung , indem, wie wir oben
zeigten, bei Elementargrssen das System der Abschattung die Pro-
jektion darstellte. Es werden also auch alle Grundgleichungen,
welche von dem Masswerthe ihrer Gréssen unabbilngig sind, bestehen
bleiben, wenn man statt der Grssen ihre Prejektionem setzt; nament-
lich werden auch jene Doppelquetienten bei der Projektion denselben
Werth beibebalten. Wie ferner die dureh Abschattung aas einander
erzeugbaren Vereine eine besondere Art der Affimitiit darsteliten, so
werden nun auch die durch Projektion aws einander erzeugbaren
Vereine eine besondere Art der Kollineation darstellen, und zwar
konhen wir, wenn wir die diarch Projektion aus einandsy ermgham
Vereine perspektivische neanen, den Sats aufstellen :
n&wei kollineare Vereine sind dann undnmr dmperspekﬂmeh,
wean in dem Durchschnitie der beiden Systeme, dem jeme
Vereine angehtren, je zwei entsprechende Punkte zussmmen-
fallen, und der Sinn der Projektion ist dann bestimmt.“
Dieser Satz ist eben nur eine Uebertragang des in § 158 fir die
Abechattung sufpestellten .Satses. Namentlich félgt daraus auch,
dass mwei kollinesve Linien, welche niecht in Hiner Bbeine liegen,
stels perspektivisoh simd, weil sie sieh nicht achneidem. ' Eedlich
wird in demselben ¥'alle, in welchiem die kollineartn Vereine sugteich
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affin werden, die Projektion niit der Absehattung identisch werden';
némlich wenn die Abschattung und die abgeschattete Grisse Punkte
oder #iberhaupt Elementargrissen erster S4ufe mit gleichen Gewichten
darstellen. Dies wird der Fall sein, wenn das Leitsystém ein Aus-
dehnungssystem ist (oder anders ausgedriickt, als Elementar-
system ins Unendliche fiillt). Dieser Fall trat im ersten Abschnitte
(8§ 82) ein, weshalb dort Projektion und Abschattung zussmmenfielen.

§ 167. Fragen wir tiberhaupt danach, welche Gleichungen
unabhiingig sind von dem Masswerthe der.Grtssen geltender Stufe,
die darin vorkommen, und welche also in der Projektion und tiber-
haupt in der Kollineation bestehen bleiben, so sind es diejenigen, bei
welchen jede Grisse von geltender Stufe, in demselben Gliede eben
so oft als Faktor des Nenners vorkommt, wie als Faktor des Zithlers,
und nur diejenigen Faktoren, welche simmtlichen Zihlern oder
Nennern gemeinschaftlich sind, kénnen in den Gliedern beliebig oft
vorkommen, wenn nur in allen gleich oft. Die einfachste Form einer
solchen Gleichang ist daher

«QA | AQB ~
-ﬁ—+ﬁ_+“"'=0’

wo &, 2,... Zahlengrtssen vorstellen, und wobei wir, damit die
Gleichung einen bestimmten Sinn gewinne, ammehmen mtissen, dass
die Nenner PA, PB,.... ecinander gleichartig sind, okne null xu
werden. Betzen wir dies voraus, und nehmen wir Q gleich der Einheit,

wodurch die Gleichung ttbergeht in
: aA  SB

ﬁ—l—P—B +....=0,
8o nennen wir dieselbe eine harmonische Gleichmng, «, #,...
die harmonischen Koefficienten (harm. Gewichte), die Systeme von
A, B,... die harmemischen Systeme, P das Polsystem. Verstehen
wir unter A, B,... blosse Bysteme, so schreiben wir die Gleichung
anch se: .

P

aA~4-fB-....==0,
wnd sagen, der Ausdruek @A -}- SB-}-... sei in Besug auf P gleich
null:  Die Bedingung;, dass die Gresen PA, PB.... alle einander
gleichartig sein miissen;, chue null zu werden, kbunen wir sueh so
ausdrticken, dass fiir alle diese Produkte das nichstumfaseende System
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und das gemeinschaftliche Bystem der Faktorea dieselben sein mtissen.
Wemn das nkchstumfassende System in allen dasselbe sein soll, so
heisst das, es muss dasselbe zusammenfallen mit demjenigen Systeme,
wag die simmtlichen Grissen P, A, B,.... zuniichst umfasst, d. h.
mit dem Hauptsysteme der Gleichung. Wenn das gemeinschaftliche
System in einem jener Produkte, also auch in allen von nullter Stufe
ist, so sind die Produkte ¥ussere, und dann, aber auch nur dann sind
die Werthe der Quotienten ;T: u. 8. w. bestimmte Grossen (§ 141).
In diesem Falle neanen wir die harmonische Gleiehung eine har-
monische von reiner Form. Aber obgleich in dem andern Falle die
Quotienten % nur partiell bestimmte Werthe darstellen, so behiilt
die harmonische Gleichung demnoch auch dannh ihre bestimmte Be-
deutung, welche wir nun aufsuchen wollen. Da PA, PB,....
einander gleichartig sind, ohne null su werden, so mtissen sich solche
Masswerthe von A, B.... annehmen lassen, dass
PA=PB=a....
ist; danne wird die Gleichung in der Form

oA-}-AB-.... =0
PA

erscheinen, woraus man durch Multiplikation mit PA die absolute
Gleichung

H

aA+4BFB+4-..... == 0
erhilt. Multiplicirt man diese Gleichung mit P, so erhilt man
(@+B~+...)AP=0,d k
afBte.... =m0

pin einer harmonischen Gleichung ist die Summe der har-
monischen Koefficienten auf beiden Seiten gleieh.“
Zugleich erhitlt man hierdurch ein Mittel, um den Werth o8, welcher
der Gleichung

oder

aA4pB4-..... -—os
gentigt, zu konstruiren, d. h. den harmonischen Koefficienten und das

MonMe System dieses Gliedes zu finden; nimlich erstens ist
d—a+ﬂ+...,
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zweitems ist, wean A, B,.... 80 gross gemacht sirid, dass die Pro-
dukte mit P einander gleich sind, und aach 8 in solcher Grisse an-

genommen wird, nach dem verigen
aA+fB+-...=maB
oder :
SM+ﬂB+""
g

wodurch 8 selbst, wenn nicht etwa ¢ mull ist *), bestimmt, also such
das System von S bestimmt, die Bedeutung der harmonischen Gleichung
somit nachgewiesen ist. Wirnennen das System venS die harmonische
Mitte swischen den Systemen A, B,.... in Bexug auf die rugehdrigen
Koefficienten @, £,.... und das Polsystem P, und dies 8ystem ver-
bunden mit dem harmonischen Koefficienten (@ £ —~....) nennen wir
die auf. P bestigliche harmonische Summe von A, £B,.....

§ 168. Im vorigen Paragraphen haben wir geseigt, dass eine
harmonische Gleichung such als absolute besieht, wemn mam dem
Systemen solche Masswerthe beilegt, dass ibre Produkte mit dem
Polsysteme einander gleich werden. Wir kénnen nun auch umge-
kehrt schliessen und sagen, jeine Gleichung zwischen Vielfachen-
summen von Grossen, deren Prodnkte mit einer und derselben Grisse
P gleichen Werth liefern, sei eine' harmonische, wenn man die
Koefficienten jener Griéesen als liaymonische Koefficionten der dureh
sie dargestellten Systeme, das System von P aber als Polsystem
setzt.“ In der That ist

die gegebene Gleichuag, und ist S )
PA=PBa=....==P§,

so erhiilt man, indem man mit PS dividirt, und links statt die Summe-

za dividiven die Stiicke dividirt, indemm man ‘denn statt PS die ihm

glelchen Ansdrushe setst; die. hrmonnehe Glnchng :

¥) Ist 0 null, und auch eA 4 B+ ...==0, 80 ist 8 genefich unbe-
stimmt, wie dies auch in der Iflee der harmonischen Gleichung liegt. Ist o
null und aA + 5B 4. lhllt einen geltenden Werth dar, so giebt es keinen
(endlichen) Werth von 8, welcher der Gleichung geniigt; da dann auch
(eA+5B+...) P gfexch null ist, so ist klar, dass das System, was jener
Summe en'tsprieh'e #uch nicht der Be\imgung mit P ein Produkt von gelten-

dem Werthe zu liefern genhgt. »
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acA . §B o}
patest P8’
oder
P
aA-4fB-..... == (),

wo A, B,... nur noch blosse Systeme vorstellen. Durch diese Sttze
ergeben sich nun leicht die Umwandlungen, weleher eine harmo-
nische Gleichung, welche in reiner Form erscheint, fihig ist. Zuerst
leuchtet unmittelbar ein, dass man einestheils die simmtlichen harmo-
nischen Systeme, anderntheils das Polsystem mit einem Systeme L
Husserlich kombiniren darf, welches von dem Hauptsysteme der ur-
springlichen Gleichung unabhiingig ist, ohne dass die Gleichung auf-
hort eine harmonische zu sein. Denr wenn .

A+ pB4....=0

PA ==PB ==,
ist, so.ist klar, dns,wennLvonPA.umbhlngAg ist und PA, wie
wir voraussetzten, ein H#usseres Produkt ist, auch
.LPA=LPB==.
sei, also auch LP als Polsystem angenommen werden konne, dass
ferner

und

GALA4-ABLA-....==0

und L

PAL=PBL==.. )
sei, algo diese mit L. kombinirte Glexelmng noch in Bemg auf das-
selbe Polsystem P eine harmonische sei. Olme Vergleich wichtiger
als diese Umwandlungen sind diejemigen, bei welchen man: nicht
aus dem Hauptsysteme der urspriinglichen Gleiehung herausgeht.
Setzt man niimlich P gleich Q. R, sei es nun, das Q. R ein Husseres,
oder dass es ein auf das Hauptsystem der Gleichung bestigliches
eingewandtes Produkt darstelle, so wird, da P.A als dHusseres
oder auch als eingewandtes Produkt nullter Stufe betrachtet wer-
den kann, das Produkt Q.R.A (mmell § 139) ein reines, also
gleich Q.(R.A) sein.” Multiplicitt man'daher die ursptiingliche
Gleichung R

aA +ﬂB + ceo=0,
zu welcher die Bedingungsgleichungen
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P.A==P.Bex...,
oder
Q. (R.A)==Q.(R.B)m=.....
gehoren, mit R, so erhilt man
aRA+4-SRB4-...,«= 0
welcke vermdge der Bedingungsgleichungen in Bezug auf Q har-
monisch ist. Also
oStellt man das Polsystem einer reinen harmonischen Glei-
chung als Kombination dar, sei es als fussere, oder als einge-
wandte suf das Hauptsystem der Gleichung bestigliche: so
bleibt die Gleichung eine rein harmonische, wenn man das
eine Glied jener Kombination mit den harmonischen Systemen
kombinirt, das andere als Polsystem setzt, alles tibrige aber
unvertindert lHsst.“
Um die Allgemeinheit dieses Satzes und den Reichthum der Besie-
hungen zu iibersehen, welchen er in sich fasst, haben wir auch
diejenigen harmonischen Gleichungen in Betracht zu siehen, welche
nicht in reiner Form erscheinen.
§ 169. Ist die Gleichung
cA+4-FB+....=0
mit den Bedingungsgleichungen
PA=PBe=....
gegeben, und sind die Produkte PA u. 5. w. eingewandte: so lisst
gich die harmonische Gleichung, welche daraus hervorgeht, in rei-
ner Form darstellen. In der That, wenn E das System darstellt,
welches den Faktoren eines jeden dieser Produkte gemeinschaftlich
ist, so wird P sich als 4usseres Produkt in der Form QE darstellen
lassen, und man hat '
PAemQE.Aw=QA .E;
also gehen die Bedingungsgleichungen tiber in
QA.E=QB.Emm..
odor,d.EdemQAete nntergeoxdnotmt,m
QA=QB=..
wo QA u. s. w. Hussere Produkte sind; nnd die Gleichung ist also
auch harmonisch in Bezug auf Q, d. h.

Q
aA+pfB4....am0,
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und sie ist nun in reiner Form dargestellt. Also ,eine unreine
harmonische Gleichung bietet stets ein System (E) dar, welches
den simmtlichen harmonischen Systemen und dem Polsysteme der-
selben (P) gemeinschaftlich ist, und man kann die Gleichung in
reiner Form darstellen, indem man als Polsystem irgend ein System
(Q) setzt, dessen #ussere Kombination mit jenem gemeinschaftlichen
Systeme (E) das ursprtingliche Polsystem (P) liefert.“
Da man nun aus den zuletzt gefundenen Bedingungsgleichnngen
QA=QB=...
fir den Fall, dass A, B,... das gemeinschaftliche System E haben,
und E; dem E untergeordnet ist, die neuen Bedingungsglei-
chungen
QA.E;=QB.E;==...
oder, da E, auch dem A, B,... untergeordnet ist, die Bedingungs-
gleichungen :
QE{.A=QE,;.B=...
ableiten kann, so folgt, dass dieselbe Gleichung auch noch harmo-
nisch ist in Bezgug auf QE;. Daraus folgt, dass man in einer reinen
harmonischen Gleichung das Polsystem mit einem Systeme, welches
allen harmonischen Systemen untergeordnet ist, kombiniren, und
diese Kombination als Polsystem setzen kann, oder allgemeiner
nWenn die harmonischen Systeme einer Gleichung ein System
von geltender Stufe gemeinschaftlich haben, so kann man das
Polsystem beliebig #ndern, wenn nur dasjenige System, welches
jenes gemeinschaftliche System und dieses Polsystem zun#chst
umfasst, dasselbe bleibt.“ .
Nehmen wir ferner an, dass in einer reinern harmonischen Gleichung
das Polsystem demjenigen Systeme R, was die simmtlichen harmo-
nischen Systeme suniichst umfasst, nicht untergeordnet sei, sondern
mit ihm nur ein System E gemeinschaftlich habe, und sich also in
der Form QE darstellen lasse, wo Q von jenem niichstumfassenden
Systeme unabhingig ist, so kann man statt der Bedingungsglei-
chungen ‘
QEA=QEB=...
auch, da Q von dem Systeme, welches die Faktoren EA, EB,...
zunéichst umfasst, unabhiingig ist, nach § 81 mit Weglassung des
Faktors Q die Gleichungen
17
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setzen, d. h. die Gleichung ist auch harmonisch in Bezug suf E,
da man nun nach § 188 auch E wieder mit jedem von R unab-
hiingigen Systeme Xusserlich kombiniren darf, so haben wir dea
Bats :

»Man kann in einer reinen harmonischen Gleichung das Pol-

system beliebig in der Art #ndern, dass dasjenige System,

welches es mit dem alle harmonischen Systeme runiichst um-

fassenden Systeme gemeinschaftlich hat, dasselbe bleibt.“
Dieser Sats entspricht dem vorhergehenden, und lisst sich, wenn
man will, in die ganz entsprechende Form kleiden. Auech {ibersieht
man leicht, wie man durch Kombination dieser beiden Gesetze ein
allgemeineres Gesetz ableiten kénnte, welches jedoch wegen seiner
verwickelten Form von geringerer Bedeutung ist ¥).

§ 170. Vermittelst dieser Sitze nun konnen wir den Sate
aus § 168 noch in einer etwas einfacheren und fir die Anwendung
bequemeren Form darstellen. Nimlich wenn wir die dort gewiihlte
Beseichnung wieder aufnehmen, so ktnnen wir in der harmonischen
@leichung

Q
aRA + ARB~+-....=0 .

nach dem ersten Satze des vorigen Paragraphen statt Q auch QR,
d. h. P setsen, und haben somit den Satz:

»In einer reinen harmonischen Gleichung kann man ohne

Aenderung des Polsystems die harmonischen Glieder mit jedem

dem Polsystem eingeordneten Systeme kombiniren.
In diesem Batse liegen die siimmtlichen Sitze tiber die harmonischen
Mitten (centres de moyennes harmonigues), welche Poncelet auf-
gestellt hat **). In der That hat man . B. in einer Ebene die har-

*) Es wiirde dies Gesetz etwa so ausgedriickt werden kénnen: Wenn
man ein verknderliches Polsystem mit dem die harmonischen Systeme su-
n#chst umfassenden Systeme kombinirt, und dabei dasjenige System, welches
diese Kombination und das allen harmonischen Systemen gemeinschaftliche
System zungichst umfasst, konstant bleibt, so bleibt die harmonische Glei-
chung als solche in Bezug auf jenes verinderliche Polsystem bestehen.

*%) In seinem Mémoire sur les centres de moyennes harmonigques, welches
im dritten Bande des Crelle’schen Journals abgedruckt ist. — Eine Er-
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monische Mitte mebrerer Linien in Besug auf gewisse harmonische
Koefficienten und einen Punkt der Ebens als Pol; und san zieht
durch diesen Punkt eine gorade Linie, so wird swischen den Durch-
schnittspunkten dieser Linie mit den ersteren nach dem zuletst ange-
fihrten Satze in Begug auf denselben Pol auch dieselbe harmonisehe
Gleichung herrschen ; .oder, anders ausgedriickt, wenn man dureh
einen festen Punkt eime verinderliche Geradesieht, welche eine Reihe
von n festen Geraden derselben Ebene schneidet und man bestimmnt
in Bezug auf jenen Punkt als Pol die harmonisehe Mitte ewischen
den mit konstanten harmonischen Koefficienten behafteten Dureh-
schnittspunkten, so liegt dieselbe im einer feston Geraden, und zwar
ist diese Grerade die harmonische Mitte jener n Geraden in Bezug auf
denselben Pol und dieselben harmonischen Koefficienten. Hat man
auf der andern Seite in Besug auf eine Axe die harmonisehe Mitie
zwischen einer Reihe von n Punkten derselben Ebene, und map legt
durch irgend einen Punkt der Axe und jene n Punkte gerade Linien,
so findet zwischen ihnen nach dem angefihrten Satze in Bezug awf
die Axe dieselbe harmonische Gleichung statt, wie zwischen jemen n
Punkten. Oder verbindet man einen in einer festen Geraden liegendea
verjnderlichen Punkt mit n festen Punkten derselben Ebene, so geht
die harmonische Mitte dieser Verbindungslinien in Bezug suf jemd
Gerade als Axe und in Bezug auf eine Reihe konstanter Koefficienten,
welche jenen Punkten zugehtren, durch einen festen Punkt, und swaz
ist dieser Punkt die harmonische Mitte der gegebenen n Punkte in
Bezug auf dieselbe Axe. — Wollen wir die zweite Ausdrucksform
in jhrer ganzen Allgemeinheit darstellen, so gelangen wir zu folgen-
der neuen Form des oben aufgestellten Satzes:
nKombinirt man ein veriinderliches System R, welches eimenx
festen Systeme P als Polsysteme eingeordnet ist, mit n festen:
Systemen A, B,..., deren jedes mit dem Polsysteme kombinirt
das Hauptsystem liefert: so ist die harmonische Mitte jener n
Kombinationen. in Bezug auf n zugehotrige feste Koefficienten
@, f,...., deren Summe ni¢ht null ist, und auf jeses Polsystem

weiterung dieser Poncelet’schen Theorie habe ich in einer Abhandlung
»Theorie der Centralen®, weldhe im 34-ten Bande desselben Journals abge-
druckt ist, versucht,

17¢
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- P einem festen Systeme Q eingeordnet, und zwar ist dies feste
System Q die harmonische Mitte der n festen Systemé A, B, ...
in Bezug auf dieselben Koeﬂioxenten a, ﬂ, . und auf dasselbe
Polsystem P.“

Diese. Ausdrucksform ergiebt sieh aus der ersteren (im vorigen Para-
graphen aufgestellten) mit vollkommener Schiirfe, wenn man von
dem Satze Gebrauch macht, dass wenn das Polsystem, die harmo-
nischen Systeme, deren jedes mit dem Polsysteme kombmirt das
Haauptsystem liefert, und die zugehtrigen harmonischen Koefficienten,
deren Summe aber micht null sein darf, gegeben sind, die harmo-
nische Mitte jedesmal bestimmt ist. — Die letzte Bestimmung in
diesen S#tzen, dass n#mlich das feste System Q, dem jene harmo-
nischen Mitten eingeordnet sind, selbst als harmonische Mitte erscheint,
fehlt in der Poncelet’schen Darstellung, und es bieten daher die
hier gefundenen Ausdrucksformen, da die harmonische Mitte nach
§ 169 leicht konstruirt werden kann, zugleich neue und einfache
geometrische Beziehungen dar.

-§ 171. Ich will diese Darstellung mit einer der schionsten
Anwendungen schliessen, die sich von der behandelten Wissenschaft
machen lisst, n¥mlich mit der Anwendung auf die Krystallgestalten.
Doeh will ich mich hier auf die Mittheilung der Resultate be-
schriinken, indem ich die Ableitung derselben dem Leser tiberlasse.
Bekanntlich stellen die Krystallgestalten jede ein System von Ebenen
dar, welche ihrer Lage nach veriinderlich, ihren Richtungen nach
aber konstant sind, d. h. statt jeder Ebene, die an einer Krystall-
gestalt hervortritt, kann aueh die ihr parallele hervortreten, ohne
dass dadurch die Krystallgestalt als solche geindert wird. Die Ab-
hiingigkeit, in welcher die Richtungen dieser Ebenen unter einander
stehen, konnen wir vermittelst der durch unsere Wissenschaft fest-
geitéllten Begriffe so ausdrticken :

m 19iWean man vier Fléchen eines Krystalles ohne Aenderung ihrer
myinRibktwngen so legt, dass sie einen Raum einschliessen*), und
ot gib Stdeke, welche dadurch von dreien derselben abgeschnitten

werden, zu Richtmassen macht, so lisst sich jede andere Fliiche
SanIbasddk 1anio wi i

-ogds*)(Hiewis Liegt-aohény/dass die Flichen keine panllelon Kanten haben
dﬁrfen

*vI
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des Krystalles als Vielfachensumme dieser Riehtmasse raﬁsnai

ausdrticken. ¢
Darin, dass der Ausdruck ein rationaler ist, liegt, dass die Zeiger sich
als rationale Briiche, und also, da es nur auf ibr Verhiltnise ankommt,
sich als ganze Zahlen darstellen lassen. Hierbei bemerken wir
noch, dass im Allgemeinen diejenigen Ebenen am hitufigsten am
Krystalle hervorzutreten pflegen, deren Zeiger sich durch die
kleinsten ganzen Zahlen ausdriicken lassen, und dass es schon #usserst
selten ist, wenn die Zeiger einer Krystallfliche sich nur durch ganze
Zahlen ausdriicken lassen, unter denen grdssere als 7 vorkommen.
Namentlich lsst sich die abschneidende Ebene, da ihre 3 Projek-
tionen im Sinne des Richtsystemes die 3 Richtmasse geben, als Bummo
derselbén darstellen, d. h. ihre Zeiger sind 1, 1, 1.

Aufgabe. Es sind in Bezug auf 4 Ebenen A, B, €, D, von
denen die letstere die abschneidende ist, die Zeiger von vier anderen
Ebenen Q,, Qg, Qs, Q und die Zeiger einer Ebene P gegeben, man
soll die Zeiger x, y, z von :P suchen, wenn Q;, Qg, Qs mnd Q
als die ursprunghchen Ebenen, und zwar Q als die abschneldende
betrachtet werden sollen.

Auflssung. Es ist, wenn x, y, = sich auf Q; Q; Qs bé-
ziehen

P.Qs.Qs Q.P.Q _-Q.P

QT TR T AL
Diese Auflosung, welche sich durch die Gesetze unserer Ana-
lyse auf’s leichteste ergiebt®), erscheint in hichst einfacher Gestalt,

X ===

*) 8ind n¥mlich P; P, P, die durch Q von Q, Q: Qs abgeschnittenen

Stiicke, s0 hat man die Zeiger x, y, s zu suchen, welche der Gleichung
PumxP; 4 yP, 4 2Py
geniigen. Ist nun P, e=uQ, Py==vQy, Py == wQs,
also .
1) QemuQ, + vQy + wQ,

und ist ferner . .
D P=xQ +7Q+rQy S
80 ist auch ) e

S
P=2pP+Ipr 4P, o

also x——!—, ete.
u
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wihrend bei der gowilmliochen analytischen Methode, sowohl die
Endformel als auch die Mittelglieder in sehr verwiekelten Formen
exscheinen, Aus dieser Auflisung fliesst sagleich der Bata:

2Wenu sich eine Reihe von Ebenesn aus 4 Ebemen, die einen

Raum einschlicssen, auf die angegebene Weine rational ableiten

lisst, so liest sich auch dieselbe Reihe ven Ebenen aus jedea

vier andern Ebenen dieser Reihe, welche einen Raum ein-

schliessen, gleichfalls rational ableiten.“
Jede Kante der Krystallgestalt erscheint als Produkt der Flichen,
welche gie bildea, und dadurch ergiebt sich die Lisung der Aufgabe:
»Weon die Zeiger zweier Fliichen P, P; in Besug auf vier Ebenon
A, B, C, D, von denen die letzte die absehneidende ist, gegeben sind,
dann ihre Kante als Vielfachensumme der von den Ebenen A, B, C
gebildeten und durch D begriinzten Kanten su finden.“ Man erhxlt,
wenn A, B, C die durch D begrinsten Flichenritume darstellen, als
die Zelser dieser Kante die Ausdriicke

P.P;.C A.P.P, P;.B.P
A.B.C’ A.B.C’ A.B.C’

welche sich auf die durch die Produkte AB, BC, CA dargestellten
Kanten begiehen*). Hieraus fliesst, da man beliebige 4 raumbe-

Nun ist aus 1) .
u_Q-Qa-Q:
Q-Q:.Qs
und aus 2)
. . Pl Q- Qs
. T @
¥ P.Q.Q
also Xem — ma =" etc.
TvTeq.e
*) Rimlich es ist
P.P,.0
L.B.OA'B
die Projektion von P.P; auf A.B nach C u. & w, llnd daraus folgt
P.P,.C, . A.P.P, .B.P,.
Ph=138.c2P+1s. ch“'A B.0 CAS

nun stellen AB, BC, CA jene 8 Kanten dar, welche zwischen A, B, C liegen
und durch die Ebene D begrinst werden, denn ¢s seienc, a,b diese 8 Kanten,
so werden die Flichenriume be, ca, ab den 8 Flichenrfumen A, B, C pro-
portional sein (da diese die Hilften von jenen sind), und also AB, BC, CA
den Produkten be.ca, ca.ab, ab.be, d. h., den Produkten abc.ec, abe.a,
abe. b oder den GrBssen ¢, &, b proportional sein, und diese Gr3ssen knnen
also statt jener Produkte gesetzt werden.
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grinsende Krystalifiichen als Fundamentalfiichen atnshmen kan,
der Satz:
»Wenn man 8 Kanten eines Krystalles, welche nicht in der
selben Ebene liegen, ohne Aenderumg ihrer Richtung an einen
°  gemeinschaftlichen Anfangspunkt legt, und als ihre Endpunkte
ihre Durchschnitte mit irgend einer Krystallfikche setst, so 1isst
sich jede andere Kante des Krystalles als Vielfachensumme
dieser. Strecken rational ausdrticken. “
Da die hindurchgelegte Ebene D mit den drei Kanten a, b, o gleiche
~ Produkte liefert, so wird man auch jede Grsse p, welche als Viel-
fachensumme von a, b, ¢ dargestellt ist, als harmonische Vielfachen-
summe von a, b, c in Bezug auf D darstellen kénnen. Somit hat
man den Satz: '
»Nimmt man 3 Kanten einer Krystallgestalt und eine Fliche
derselben (ohne dass die Kombination der 3 Kanten, oder der
Fliche mit einer derselben null giebt), so lisst sich jede andere
Kante des Krystalles als harmonische Vielfachensumme jener
Kanten in Begug auf jene Ebene rational ausdrticken,“
Dies Gesets ist dadurch interessant, dass es die Beziehung der
Richtungen (ohne Ricksicht auf hypothetische Masswerthe) rein aus-
drtickt. Eben so ergiebt sich leicht, da die Flkchen ab, be, ca mit
der Kante a—}b—}-c gleiches Produkt liefern, der Sats:
»Nimmt man drei Fliichen einer Krystallgestalt und eine Kante
derselben (ohne dass die Kembination der 8 Fléchen oder der
Kante mit einer derselben null giebt), so IMsst sich jede andere
Flidche des Krystalles als harmonische Vielfachensumme jener
Fliichen in Bezug auf jene Kante rational darstellen.“
Da die stmmtlichen Ausdehnungsgrdssen im Raume als Elementar-
gréssen, die der unendlich entfernten Ebene angehtren, aufgefasst
werden kdnnen, so werden die Abschattungen auf irgend eine Grund-
ebene mach irgend einem Leitpunkte, ein dem erstéren affines System
datstellen, und also zwischen fhnen genau dieselben Gleichungen
stattfinden, wie zwischea den abgeschatteten Grissen, und amgekehrt
jede Gleickung, welche zwischen den Abschattungen stattfindet, wird
swch zwischen den abgesshatteten Grissen stattfinden ; und der Verein
diéser Abschattungen wird daher alle in der Krystallgestalt herrschen-
den Besichungea volikommen treu darstellen; die Krystalfikichen
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werden durch Liniengrossen, die' Krystallkanten durch Punktgrissen,
oder sofern beide bloss ihren Richtungen nach gegeben waren, durch
Linien und Punkte dargestellt sein. Diese Darstellung in der Ebene,
da sie alles, was bei den Krystallgestalten als wesentliches vorkommt,
rein und treu abbildet, ohne das zufillige mit aufsunehmen, eignet
sich besonders schdn, um die Krystallgestalten in der Ebene zu ent-
werfen.

Diese Andeutungen mogen gentigen, um die Fruchtbarkeit der
neuen Analyse-auch nach dieser Seite hin nachzuweisen.

§ 172. Anmerkung iiber offne Produkte.

Ich habe mich -in der obigen Darstellung hauptsiichlich auf
solche Produkte beschriinkt, in denen sich die Faktoren ohne Werth-
#nderung des ganzen Produktes belisbig zu besonderen Produkten
zusammenfassen lassen (§ 143); und es schien mir diese Beschriinkung
nothwendig, damit der schon iiberdies so mannigfaltige Stoff znsazamen-
. gehalten werde, und der Leser nicht durch die immer wieder neu
hervortretenden Begriffe ermtide. Ueberdies erfordern die Produkte,
fur welche jene Bedingung nicht mehr gilt, eine gans differente Be-
handlung, neue und verwickeltere Grossen treten in ihnen hervor,
und wenn gleich dieselben eine reiche Anwendung namentlich auf
die Mechanik und Optik gestatten, so kann doch diese Anwendbar-
keit hier nicht ganz sur Anschauung gebracht werden, indem dazu
erst die in dem folgenden Theile zu entwickelnden Gesetze erforder-
‘lich sein wiirden. Doch will ich die Art ihrer Behandlung hier
wenigstens an einem Beispiele erliutern, und zugleich auf die inter-
eseanten Grissenbeziehungen hindeuten, welche sich dadurch auf-
schliessen. Es war bisher nur das gemischte Produkt (§ 139),
welches jenem Zusammenfassungsgesetze nicht unterlag, obgleich die
allgemeine multiplikative Basiehung wur Addition, vermiége welcher
man statt eines zerstiickten Faktors die einselnen Stticke setzen, und
die so entstehenden einzeluen Produkte addiren kann, fiir' dasselbe
ihre Geltung behielt. Aber auch diese Bezichung erscheint hier
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noch als eine einseitige, insofern swar gemischte Produkte, in welehen
Ein Faktor verschieden ist, wibrend die tibrigen gleichartig sind,
denach zu Einem Produkte vereinigt werden kénnen, aber micht
solche, in welchen mehr als Ein Faktor verschiedenartig ist, es miisste
denn sein, dass diese verschiedenartigen Faktoren schon zu einem
Produkte zusammengefasst seien. In der Aufhebung dieser Einseitig-
keit nun liegt das Princip der Behandlung jener Produkte. Es sei
AP. B, 4 A P . B, eine solche Summe zweier gemischten Produkte,
in welchen P der gemeinschaftliche Faktor ist, und die beiden letzten
Faktoren nicht zu Einem Produkt vereinigt werden'diirfen; so kann
man’ statt dessen auch nicht - (A,B; -~ A4B;). P setzen; sondern
wenn wir einen solchen Ausdruck, wie es die Analogie der Multipli-
katiom fordert, einfithren wollen, so miissen wir die Stelle des Pro-
duktes, in welche P einrticken soll, bezeichnen. Es sei diese Stelle
dureh eine leer gelassene Klammer bezeichnet, so dass
[A().B]P==AP.B
und
[AyO0.By 4+ A3().By +....]P=AP.B; + AP.By ...

sei, und es werde ein solehes Produkt mit leer gelassener Stelle ein
offnes genannt. Treten mehrere Faktoren hinzu, von denen wur
Einer in die Liicke eintreten soll, so kann dieser durch dieselbe
Klammer ausgezeichnet werden, durch welche die Lticke bezeichnet
ist. Sind zwei oder mehr Liicken in dem Produkte, so mtissen die
Klammerbezeichnungen verschieden sein, wenn verschiedene Faktoren
in dieselben eintreten sollen. Wir betrachten hier indessen nur die
Produkte mit Einer Liicke, deren Summe formell dadureh bestimmt
ist, dass die multiplikative Beziehung hestehen bleibt. Wir werden
daher zwei Summen von offnen Produkten, da sie nur durch ihre
Maultiplikation mit andern Grissen ihrem Begriffe nach bestimmt sind,
dann und nur dann als gleich zu setzen baben, wenn sie mit jeder
beliebigen, aber beide mit derselben Grisse multiplicirt, gleiches
Produkt liefern.*) Es kommt also darauf an, die konstanten Be-
siehungen zwischen den in jenem Summenausdrucke vorkommenden
Grossen, die wir als veriinderlich setzen ktnnen, auszumitteln, wean
eben der Summenwertb konstant bleiben soll. Je einfacher und an-

*) Wenn auch nur mit jeder Grosse von gegebener Stufe,wobei danu
jener Bummenwerth-sugleich von der Stufensahl abhingig bleibt.
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schaulicher diese komstanten Besiehungen aufgefasst sein werden,
desto einfachet und ansehaulicher wird der Begriff jener Summe sein,
welcher eben als die Gesammtheit jener konstanten Bezichungen
selbst aufgefasst werden kann. Es lassen sich sehr leieht diese
_kowstanten Besiehungen als Zahlenbeziehungen in Bezug auf irgend
ein gu Grunde gelegtes Richtsystem darstellen. Nkmlich man hat
dann nur die simmtlichen Grissen in jenem Summenausdruek 8, so
wie auch die Grisse P, mit welcher multiplicirt werden -soll, als Viel-
fachensummen der Richtmasse von gleicher Stufe darzastellen, dann
das Produkt SP gleichfalls als Vielfachensumme von Richtmassen
=u gestalten, so wird in diesem Produkte der Koefficient eines jeden
Richtmasses (nach § 89) konstant sein, wie sich auch die Grissen
in 8 #ndern mogen, wenn eben jenes Produkt oder jene Vielfachen-
summe, auf welche dasselbe surtickgefithrt ist, konstant bleiben soll.
Ein jeder solecher Koefficient kann wiederum als Vielfachensumme
von den Zeigern der Grisse P dargestellt werden ; und da fiir jeden
bestimmten Werth dieser Zeiger jene Vielfachensumme konstant
bleiben soll, so muss auch in ihr der Koefficient eines jeden Zeigers
von P konstant sein. Es ist nun sogleich einleuchtend, dass hier-
durch die konstanten Beziehungen zwischen den Grissem in S voll-
stindig dargestellt sind, indem aus ihnen die Bestindigkeit des
Semmenausdruckes mit Nothwendigkeit hervorgeht. Wir erliiuternh
diss an einem Beispiele. Es sei die Summe
Be=ey().0; 403().094....=Z[e().¢]

sut behandeln, in welchen e, ¢,, 5. ... Strecken im Raume vorstellen
und wo bei der letsteren Bezeichnung das Summenzeichen sich auf
die verschiedenen Angeiger 1, 2... beszieht. Es ist klar, dass wenn
die Strecken e nicht etwa Einer Ebens angehtren, die Grisse P,
welehe mit jener Summe multiplicirt werden soll, von zweiter Stufe,
d, h, ein Flichenraum sein nruss, sobald die Produkte der sinzelnen
Gliedér summirbar bleiben sollen, ohne null zu werden. Es seien
nith a, b, ¢ die Richtmasse erster Stufe des zu Grunde gelegten Richt-
systems, be, ca, ab also die Richtmasse zweiter Stufe, und @ == as -
A4 yo,

. P o= xb¢ -4 yoa <4~ aab,

PB ot I(6P . 6) mm 3 (eP . (4a - b -+ yo)).

80 hat man



$172 Konstutite Beriehunyet: offiies Produkte. 389

Hier miissen die zu den Richtmassen a, b, ¢ gehungen Zelgerdes
gansen Ausdrucks konstant sein; d. h. es mtissen
I(eP.«), I(eP.H), I(eP.y)
konstant sein flir jeden Werth von x, y, s, wobei
&P w= abe (ax - By -+ 78)
ist. Daraus ergeben sich folgende 6 konstante Grissen:
Z(a%), Z(M), 2(r9) -
Z(8y), S(ye), Jaf)f
Begeichnen wir diese 6 Grissen beziehlich mit
A, B C
A,B,C:
o ist

~-abe (Cx-4~By-A'x)b}. . .
~~abe (B'x 4 A’y - Cs)s.

Es hat demnach jene Summe S dann und nur dann einen kon-
stanten Werth, wenn in Bezug auf irgend ein festes Richtsystem diese
6 Zahlengrtssen konstant sind. So habem wir nmun zwar die kon-
stanten Besiehungen, welche gwischen den in jener Swmme vorkommmen-
den Grissen herrschen mtwsen, wenn die SBumme konstant bleibeu
soll, bestimmt; allein der einfache Begriff jenor Sunme ist dadureh
noch nmicht gefumdem, weil in diese Bestimmungen ein gans fremd-
artiges, mit dem Begriffe jenor Summe in keinerlei Beziehung stehen-
dew Element, niimlich das au Grunde gelegte Riehtsystem eingefihrt
ist. Es diemen daher jeme 6 Griesen mur zur Uebertragung auf ge-
gebene Richtsysteme, wihrend der einfache Begriff der Summe nosh
zu realisiren ist. Wir ktnnen, am uns der Losung dieser Aufgabe
‘zu nithern, zuerst versuchen, jene Summe auf eine mglickst geringe
Anzahl von Gliedern surticksuftthren. Da jede Btrecke 3 Zeiger dar-
bietet, so scheint fiir den ersten Anblick jene Summe auf zwei Gliedor
reducirbar, in sofern zur Bestimmung der € Zeiger jener Strecken 6
Oleichungen erscheinen; allein e¢s erhellt leicht, dase, weam nieie
etwa simmtliche Griéssen in S derselben Ebene angehiren, jene 6
Zeiger nicht so gewihlt werden kinnen, dass dissen 6 Gleichungen
gentigt wird. Denn da das Richtsystem willkiihrlich ist, so kann es
auch so genommen werden, dass jene zwei Btrecken mit sweien der
Richtmasse etwa mit a und b susammenfallén ; dabe: fst kler, wie

P8 ==abe(Ax +4-Cy +B'z)a$
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SP==aP. a—+4bP.b
stets eine Strecke der Ebene ab darstellt; es miisste also dns QGlied
von SP, was der dritten Axe ¢ angehdrt, stets null sein, d. h. B, A’,
C miissten null sein. C aber, was die Summe der Qusdrate von y
vorstellt, kann nicht nujl werden, als wenn simmtliche Werthe von
y null sind, d. h. simmtliche Werthe e der Ebene ab angehtren. Ej
lusst sich daher die Summe 8 auf 'keine geringere Anzahl reeller
Glieder zurtickfithren als auf drei. Da aber drei Strecken neun
Zeiger darbieten, so werden dieselben durch jeme 6 Gleichungen nicht
bestimmt sein, sondern noch fir drei Zahlenbestimmungen Raum
lassen. — Um nun eine gegebene Summe S von der Form Z[e () e],
in welcher die verschiedenen Grissen e nicht derselben Ebene an-
gehdren sollen, d. h. A, B, C, stets geltende (positive) Werthe dar-
stellen, auf 3 Glieder zu reduciren, gehen wir auf die Gleichungen 2
gurtick. Setzen wir hier
P==ab;d. h. x==y=0, z==1,
so ist .
PS == (ab) 8 ==abc (B'a- A'b4-Ce).
Da hier C nicht. null werden kann, so ist (ab) 8 nie dér Ebene ab
parallel. Also kénnen wir, da die Annahme des Richtsystemes will-
ktihrlich ist, wenn nur die drei Richtaxen von einander unabhiingig
sind, die dritte Rxehtaxe c parallel (ab) 8 annebmen. Dann wird
A'==Ba=0
und (ab) 8 gleieh abe.Ce. Da auch der Masswerth c willkithrlich
ist und C positiv ist, so kann man c so annehmen, dass C gleich 1
ist*) ; daunm ist
(ab) Se=abe.c "
Nimmt man nun ferner
Poamcs, gomxe=0, y==1,
80 ist :
- (c8) 8 == abe (C'a - Bb)**),
was nothwendig in der Ebene ab liegen muss, aber da B nicht null

" *) Man hat zu dem Ende nur statt ¢ zu seuen , dann vermdolhioh

ytin Zo? und x(,:) in W?’ d.h.inl.
**) Da A’ glefch null ist.
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werden kann, von a unabh#ngig ist. - Da nun b innerhalb der Ebene
ab willktthrlich angenommen werden kamn, wenn es nur.von a unab-
h¥agig bleibt, s0o kann man b selbst diesem Ausdrucke (ca ) 8 parallel
lehen Man hat dann noch
: ¢ =0, als0 A" == B = (C'=0,

und ca .8 wird gleich abeB . b, oder wenn man wieder den Masswerth
von b 8o annimmt, dass B gleich.eins sein wird,

(ca).8==abe.b.
Endlich wird (be) . S gleich abeA.a, oder bei einer solchen Annahme
von a, dass A gleich eims wird,

(be) .8 == abe, a.
Die Bedingungsgleichungen, die wir auf solche Weise realisirt haben,
sind also

A=B=C=0 3
A—B=Ce1f """ttt
woraus folgt
" 8e=a()a4+b(Ob+4cQe.......... 4

Es ist also auf die angegebene Weise jene Summe in der That
auf drei reale Glieder zuriickgefthrt; und fiir dne Grissen ¢, b, a
haben wir die Gleichungen

(ab) .S==abec.c
(ca).8=abe.b
(be).8 ==abc.a.
Zu diesen Gleichungen 5 wiirde man direkt gelangen, wenn man
einmal voraussetzt, dass sich jene Summe auf 3 Glieder zuriickfithren
lésst. Denn sind a, b, ¢ die diesen Gliedern zugehdrigen Strecken,
80 hat man aus 4 sogleich durch Multiplikation mit ab, ca, be die
Gleichungen 6. Betrachtet man eine dieser Gleichungen z. B. die
erste, 8o ist sie von dem Masswerthe des Faktors (ab), mit welchem 8
. multiplicirt ist, unabhingig; setzt man daher irgend eine mit ab
parallele Grisse gleich Q, s0o hat man .
Q8e=Qe.c=(c(e)Q, . . . . ... ... 6

und da Q urspriinglich willktihrlich angenommen werden konnte,
wird jede Grisse ¢, welche dieser Gleichung flir irgend ein Q gentigt,
als eine der drei Strecken betrachtet werden kinnen, auf welche sich
8 zurtickfiihren 1#sst; dann ist Q selbst die Ebene der beiden andern,
und in ihr kann dann noch die eine der beiden andern Streeken von
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willkihrlicher Rishtung sngenommen werdem, wodurch dann alles
bestimmt ist. Jene willktthrliche Annabme der Richtung der Ebene
Q wnd der Richtung der einen Strecke im ihr vertritt din Stelle der
8 willkithrlich anzunehmenden Zahlenbestimmungsn, vom denen oben
die Rede war. Um nun den Begriff zu vollenden, haben wir die
Beaiehung swischen je drei solchen Btrecken aufsustellen; dies wird
geschehen, indem wir die Gleichung der Oberfiicke, deres Punkttriger
jene Strecken sind, wenn sie an denselben Anfangspunkt gelegt sind,
aufatellen, und swar in Bezug auf je 3 belisbige Strecken, auf die 8
zurtickgefiihrt werden kann. Mmhat,wennpdmlerTﬂgumt,md
in die Gleichung 6 p statt ¢ gesetat wird,

Tovonn. .. . Q8=Qp.p.
Ist nun
p==xa-}yb-zc
B==a()a+tb()b4c(ec
Q=x'be 4} y'ca4}-zab,
%0 ist '

QB8 ==abe.(xa4yb-}s'e).
Aus (7) folgt also, dass x'a~}-y'b—-z'c parallel p-ist, d. h. dass
x:y:g==x:y:zist. Da nun in der Gleichung (7) statt Q jede
mit Q parallele Grisse gesetzt werden kann, so kinnen wir nun

Q ==xbe - yea --zab
setzen, dann erhalten wir aus (7)
oo = Qp =m (23433 - 3) abe,
d. h.
) IR xfyisteml

Dies ist aber die Gleichung eines Ellipsoides, in welehem die
Grundmasse a, b, ¢ konjugirte Halbmesser sind.*) Nennen wir einen
Ausdruck wie & ()a ein offnes Quadrat von a, so kinnen wir die ge-
wonnenen Resultate in folgendem Satze darvstellen:

*) Wenn man unter x’, y, =’ die Koordinaten selbst versteht, welchesu
den Zeigern x, y, z gehdren, so hat man x’==xa u. 8. w., oderx—{-u. 5w,
und die Gleichung (8) wird dann

X' LR
P R
was die gewdhnliche. Form der Gleichung eines Ellipsoides 1ss.
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Eine SBumme von offnen Quadraten im Raume ist
gleichder Summe aus den offnen Quadraten von je
drei beliebigen konjugirten Halbmessern, welche
einem konstanten Ellipsoid angehisren.

. Da dies Ellipsoid demnach der vellkommen treue Ausdruek jener
Summe ist, so ktnnen wir aueh sagen, diese Summe sei eine solche
Grbsse, die ein Ellipsoid darstellt, und selbst als Ellipsoid gedacht
werden konme. Auf diese Weise nun ist der Begriff jener Summe,
welcher Anfangs bloss formell anfirat, suf seine reale Bedeutung
surtickgefilhrt. Wir stellen uns die Aufgabe, die Gleichung des
Ellipsoids, welche zu einem gegebenen Summenausdruck

B==Z(e()e)
gehort, zu finden. Wir haben zu dem Ende in der Gleiehung (7)

8Q=pQ.p
nur eatweder p oder Q zu eliminiren, indem p der Triger eines
Punktes der Oberfliiche ist, Q aber, da es die Ebene der zu p ge-
hérigen konjugirten Halbmesser darstellt, der Tangentialohene pa-
rallel ist; wm im ersieren Falle (wenn p eliminirt ist) das Ellipsoid
als Umhtillte darzwstellen, kénnen wir uns der in § 144 erwilhnten
Methode bedienen, wonach der Masswerth von Q so anmgemommen
wurde, dass, wenn Q in die Lage der Tangentialebene versetzt wird,
seine Abweichung vom Ursprung der Triiger eine konstante Grisse
ist, die wir der Einheit gleich setzen konnen. Es ist aber jene Ab-
weichung gleich p.Q also pQ gleich der Einheit. Multiplicirt man
daher obige Gleichung mit Q, so hat man

8.Q-Q=rQ.pR=1,
was die geometrische Gleichung jenes Ellipsoids als umhtillter Fliche
ist. Es ist aber
8.Q.Q=2(eQ.0). Q=2=(eQ)3,

und die Gleichung des Ellipsoids ist also

SEeQ)B¥=1 ............. 9
‘Will man diese Gleichung auf ein gegebenes Richtsystem a, b, ¢ zu-
riickfiihren, so nehme man

Q=xbc-} yca-}-zab
e=aa-}gb+ye,

an und

also
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eQ = (ax 4 Ay +1),
wenn abc (das Hauptmass) der Einheit gleich gesetst ist, und man
hat also ’ '
3 (ex+ By =1,
oder mit Beibehaltung der obigen Bezeichnung
Ax3-4-By?4-Cz*+4 2A'yz+4 2B2x - 2C'xy ==1.

Wir haben bisher nur die Summe von offenen Quadraten be-
trachtet. Nehmen wir auch die Differenzen in die Betrachtung auf,
so kinnen die Ellipsoide auch iibergehen in Hyperboloide, und wir
gelangen dann zu dem allgemeinen Begriffe einer Grisse, die im
Raume durch eine Oberfliche, in derEbene durch eine Kurve sweiter
Ordoung dargestellt wird, und die wir, da sie urspriinglich als
 Ellipsoid oder Ellipse erscheint, eime elliptische Grsse nennen

kénnten. Doch scheint es kaum nithig, dies noch weiter auszufthren,
indem der Gtang der weitern Entwickelung keine Schwierigkeiten
mehr darbietet. Auch tibersicht man leicht, wie die ganze Ent-
wickelung so hiitte gefilhrt werden kiénnen, dass gar nicht auf will-
kiihrliche Koordinatensysteme zurtickgegangen wire, und ich habe
den eingeschlagenen Weg nur darum gewihlt, um zugleich die Be-
handlungsweise fiir die offenen Produkte iiberhaupt hindurch-
blicken zu lassen.



Anhang 1. (1877)

Ueber das Verhiltniss der nichteuklidischen Geometrie
zur Ausdehnungslehre,

(Vgl. § 156—398.)

Es ist die ganze Darstellung in § 15—23 zum Schaden der Wissen-
schaft bisher fast ganz unbeachtet gebliecben. Weder Riemann in
seiner Habilitationsschrift vom Jahre 1854, die zuerst 1867 ver-.
dffeptlicht wurde, noch Helmholtz in seiner Abhandlung ,Ueber
die Thatsachen, welche der Geometrie zu Grunde liegen. 1868¢
noch auch in seinem vortrefflichen Vortrage ,Ueber den Ursprung
und die Bedeutung der geometrischen Axiome. 1876¢ thut der-
selben Erwiihnung, obgleich darin die Grundlagen der Geeometrie in
viel einfacherer Weise zur Anschauung kommen als in jenen spiiteren
Schriften. :

In der Ausdehnungslehre erscheint ganz speciell und im Gegen-
satz gegen Euclid die gerade Linie als Grundlage der geometrischen
Definitionen. Die Ebene wird in § 16 definirt als Gesammtheit der
Parallelen, welche eine gerade Linie schneiden, und der Raum als
Gesammtheit der Parallelen, welche eine Ebene schneiden, und
weiter kann die Geometrie nicht fortschreiten, wihrend die abstrakte
‘Wissenschaft keine Grenzen kennt. Da alle Punkte einer geraden
Linie sich aus zwei Punkten derselben numerisch ableiten lassen, so
erscheint die gerade Linie als einfaches Elementargebiet zweiter
Stufe und entsprechend die Ebene als einfaches Elementargebiet
dritter, der Raum als ein solches vierter Stufe*). Es sind also =. B.

¥) Um Yerwechselungen vorsubeugen, bemerke ich, dass die
Strecken einer Ebene ein einfaches Ausdehnungsgebiet zweiter Stufe,

die des Raumes ein einfaches Ausdehnungsgebiet dritter Stufe und
18
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die Punkte einer Ebene aus drei nicht in gerader Linie liegenden
Punkten numerisch ableitbar, etwa durch die Zahlen x,, x5, x,.
‘Wird nun zwischen diesen drei Zahlen eine homogene Gleichung fortge-
setzt, so reducirt sich die Gesammtheit der Punkte, welche der Gleichung
gentigen, auf ein Gebiet sweiter Stufe, Ist diese homogene Gleichung
. vom ersten Grade, so wird das so bestimmte Gebiet zweiter Stufe
ein einfaches, d. h. eine gerade Linie; ist t aber jeno Gleichung von
htherem Grade, so entetehen krummre Lini!m fir welche nur ein
Theil der fir die gerade Linie gtiltigen longimetrischen Gesetze
gelten wird. ~ Geht man zum Raum tiber, so ist jeder Punkt des-
selben aus vier Punkten, welche ein Tetraéder bilden, durch vier
Zahlen x,...x,; numerisch ableithar. Herrschen zwischen diesen
vier Grﬁssen zwei von einander unabhiingige homogene Gleichungen,
von denen keine vom ersten Grade ist, so erhalten wir Linien doppelter
Krtimmung, fir welche wieder nur ein Theil jener longnmetx_msche,n
Gesetze gilt. Schreiten wir nun vom Raume als einem Gebiet, vierter
Stufe zu einem Gebiet finfter Stufe vor (welches nicht mehr geo-
metrisch existirt), so hat man fir dasselbe finf Ableitungszahlen
Xy...Xg, und besteht zwischen diesen einé homogene Gleichung
ersten Grades, so kommt man suf das einfache Elementargeblet vierter
Stufe, d. h. auf den Euklidischen Raum zuriick. Herrscht dagegen
zwischen ihnen eine homogene Gleichung ‘hoheren Grades, 5o kommt
man zwar auch zu Elementargebieten vierter Stufe, indessen zu solchen,
fir welche die Euklidischen Axiome nicht mehr gelten, also gewisser-
massen zu nichteuklidischen R#umen"); ja man kann zu einem
Elementargebiete 6. Stufe #ibergehen und zwischen den sechs Ab-
leitungszahlen zwei hohere homogene Gleichungen annehmen und
erhilt so abermals neue Elementargebiete vierter Stufe **) und kann

tiberhappt die Strecken eines einfachen Elementprgohiotes (n + 1)-ter
Stufe ein einfaches Ausdehnungsgebiet n-ter Stufe bilden.

*) 8o z. B. entstehtder Helmh o1tz 'sche sphiirische Raum, wenn man
gwischen den genannten fiinf Ableitungszahlen eine gewisse. homogene
Gleichung sweiten Grades annimmt (oder allgemeiner ein gekrimmter Raum
bei Annabme einer Gleichung beliebigen Grades).

*¥) Man kdnnte einen solchen Raum im Gegenssts rn dem eben ge-
namntea (einfach) gekriimmten Raum mn eina dappelt gekriimmten Raum
nennen.



Abhang I1! 1743

soinit .eine  wnendlicke  Ménge: nichteuklidischer- Riwme bilden, aus
deren-Gleichumgen sofort- hervorleuchtet, in wioweit die Buklitischen:
Axiome: noch gelten. Be bietet alse die Ausdehnungsiehre die voll-
kommen ausreichende wid gans aligenteine Grundlage auch fir diese:
und: thnlichs: Bétracktungen,

Anhang I, - (1877):

Uehor' dns etngewandte’ Produit,
(Vgl. das dritte Kapitel des zweiten Abschnitts.)

" Da in dem gansen.Kapitel nur der Begriff. des auf ein' Haupt:
gebiet bestiglichew Produktes zur Evidenz emtwickelt ist, und alle
itbrigen formellen Begriffe nach und nach fallen gelassem sind, se
wilre ea .zweckmilbsig ‘gowesen , -die ganze Entwickelung suf' jonew:
Begyiff swbeschrimken. Doch hiitte sichaach in disser Beschrttnkung
die Darstellung einfaeher fassen lassen,  was ich: hier versuchen will.
Ich:gehe dubei auf dem Satz am Schlwsse:von § 126 zurtick, wonach;
wenn a und bi deBinfenvahlen zweier Grissen; u die des-sie sunitchst’
umfassenden Gobietes: und: ¢ die des gemeinschaftlichen Geobietes ist;-
ce=a-{b—uist. Der Begriffides eingewamdten: (regressiven), auf'
ein: Hauptgebiet beztigliockien Produktes ist dehin .festgestsllt; ddsm
dasselbe-dann und nur dansn. null ist; wear das die Faktoren ranschsts
umfassende Gebiet vom geringerer Stufe ist als -das) Hauptgebiet:
Hiersuf und .auf den: aligemeinen Begriff 'der Multiplikation, d. hi-
auf die' bekannte Beziehung -derselben .sur Addition ist der formale!
Begriff des betrachteten Produktes gegrtitdey. Um zw:dém reaienu
Begriff desselben zu gelangen, kommt es zun#ichst darauf an, dasjenige,
was bei einer Forminderung des Produktes, die den Werth desselben
nioht: iindert, konstant bleibt; in mtjlichst anschanlicher Férm: darwn:
stellen. Es sei'A.B das eingewandte Piodukt, dessen Wdrthr nitht'
null ist; und seien a:und b:die Btofensehldn: von A uud By uidié des

18*
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Hauptgebietes, so seige ich zuerst, dass bei jeder Forminderung des
Produktes A .B, welché dessen Werth unveriindert lésst, das den
beiden Faktoren gemeinschaftliche Gebiet wunveriindert bleibt. Un-
mittelbar leuchtet dies ein, wemn die beiden Faktoren demselben
‘Werth behalten oder sich in umgekehrtem Zahleaverhiiltnisse #indern,
weil dann auch deren Gebiete dieselben bleiben. Aendert nun einer
der beiden Faktoren z. B. der zweite B seinen Werth in B}~ B,,
ohne dass sich der Werth des Produktes #ndert, so folgt daraus, dass
A .B; == 0 sein, d. h. das die Faktoren A und B, zun¥chst umfassende
Gebiet von niederer als u-ter Stufe, oder, was dasselbe ist, das ihnen
gemeinschaftliche Gebiet htherer als o-ter Stufe sein muss. Da nun
die Summe zweier Grissen hoherer Stufe naeh § 51 sich stets auf
den Fall zurtickfihren lisst, wo die beiden Grdssen in einem Gebiete
nichsththerer Stufe, also in unserm Falle in einem Gebiete (b - 1)-ter
Stufe liegen, so brauchen wir auch hier nur diesen Fall zu bertick-
sichtigen. Aber dann haben B und B, ein Gebiet (b — 1)-ter Stufe
gemeinsam, und man kann also B; in b einfache Faktoren zerlegen,
von demen b—1 in B liegen und einer aumsserhalb B; nun soll B,
mit A aber ¢~ 1 einfache Faktoren gemeinsam baben, was nur
wdglich ist, wenn ¢ von jenen b— 1 einfachen Faktoren sugleich in
A liegen, d. h. dem gemeinsamen Gebiete C angehiren, und der eine
ausserhalb B liegende Faktor ven B, gleichfalls in A liegt. Es liegt
somit das ganse Gebiet C in By, d. h. C ist-das gemeinsame Gebiet
von A und By also auch von A und B}~ By, das den beiden Faktoren
gemeinsame Gebiet bleibt unverfindert, wenn das Produkt denselben
Werth behilt. Denn fiir die Aenderung des ersten Faktors gilt die-
selbe Schlussreihe. Um nun dem metrischen Werth des Produktes
su finden, setven wir Bem CD, also A .B == A .CD, dann stellt AD
das umfassende, hier also das Hauptgebiet dar. Nun kinnen wir
einen Theil des Hauptgebietes gleich eins setzen (z. B. das ussere
Produkt der in ihrer Reihenfolge genommenen ursprtinglichen Ein-
bgiten). Dann stellt A.D eine Zahl dar. Wenn dieselbe =4 ist,
80 kann man statt C und D die Grissen Cy =J.CundD,=17)einﬁihren,
ohne den Werth des Produktes C.D zu #ndern; dann wird aber
A.Dy==1,und A.CD==A,CD,. Ich behaupte nundassC, beider
oben besprochenen Forminderung des Produktes ungeiindert bleibt. Es
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kann nach dem obigen By =C, . E, gesetzt werden, wo E, eiren ein-
fachen Faktor mit A gemein hat, d.h. A . E, ==0ist; dann wird alsoin
A.C(Dy4E,) das Produkt A.(D;4E,)==A.Dyj==1, und es
bleibt das so bestimmte C, ungedndert. Wir kénnen daher C, als
den wahren Werth des Produktes betrachten und kinnen dann allge-
mein, auch wean A . D nicht gleich eins ist, stets A . CD == AD . O soizen,
wo AD Theil des Hauptgebietes und also eine Zahl ist, und ktnnen
dies als die resle Definition des eingewandten Produktes auffassen.

Anhang OI. (1877)

Kurze Uebersicht tier das Wesen der Awsdehnungsichre.

(In Folge einer Aufforderung Grunerts in dessen Archiv Bd. VI (1845)
verdffentlicht vom Verfasser.)

1. Tendens der Ausdehnungslehre als solcher. -

1. Meine Ausdehnungslehrebildet die abstrakte
Grundlage der Raumlehre (Geometrie), d. h. sie ist die
von allen riumlicher Anschauungen geldste, rein
mathematische Wissenschaft, deren specielle An-
wendung aufden Raum die Raumlehreist.

Die Raumlehre, da deaufetwumderNaturgegebonu,ﬂm
lich den Raum, gurtickgeht, ist kein Zweig der reinen Mathematik,
sondern eine Anwendung derselben auf die Natur; aber micht eine
blosse Anwendung der Algebra, auch dann nicht, wenn die alge-
braische Grosse, wie in der Funktionenlehre, ‘als stetig vernderlich
betrachtet wird ; denm es fehlt der Algebra der der Raumlehre eigen-
thtimliche Begriff der verschiedenen Dimensionen. Daher ist ein
Zweig der Mathematik nothwendig, welcher in den Begriff der stetlg
vertinderlichen Grisse zugleich den Begriff von Verschiedenheiten
aufnimmt, welche den Dimensionen des Raumes entsprechen, und
dieser Zweig ist meine Ausdehnungslehre.
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R. Doch .siad die Bitze 'der Ausdehnhngelehre
nicht etwa blosse Uebertragungen geometrischer
Hitse in die abstrakteSprache, sondernihaben eine
viel allgemeinere PDedeutung; dean wihread die Rausm-
lehre gebunden bleibt at die 'dréi Dimensionen des
Raumes, 80 bleibt die abstrakte Wissenschaft von
dissen8chranken frei.

In der Ranmichre kinnen dureh.die Beweguag von. thtan
Linien, durch die der Linien Flichen, durch die der Flichen Ktrper-
riume erseugt werden, aber weiter kann die Raumlehre nicht fort-
schreiten. Hingegen stellt man sich vor, dsss an die Stelle des
Punktes und der Bewegung abstrakte, vom Raume unabhiingige Be-
griffe eingeftihrt werden (s. unten no. 4—6), so verschwinden diese
Schranken.

3. Dadurch gesehieht esnun;dass die Sitzeder
Raumlehre eine Tendenz zur Allgemeinheit haben,
disinshrvermégeihrear Bes ochpinknmg aufdrei Rinvea-
sionen keine Befriadigung findet, sondern erstin der
Ausdehnungslebre surRuhe kommt.

Zwei Beispiele mtgen dies erlfutern. 1) Zwei gerade Linien
derselben Ebene schneiden sich in Einem Punkte, ebenso eine Ebene
und eine Gisrade, zwei Ebenea in Bimer gbvaden Linie, vomusgesetzt,
-dass die Gieraden, oder e dBbene und die Gerade, oder die Ebenen
nicht rusmmmenfallen, mnd wdie Duechachiitte im Unendlidhen moi¢-
gerechnet 'worden. . Waren der Punkt, die Gerede, die Ebene, der
Kbrperraum bemiéhlich dls (3sbiete erster, gweitsr, dritter, wiester
Stafe anfgefanst, s lingt darin der adlgemeine Sats angedewtet, dass
ain Grobiet von ster nnd eins vom bine Stufe, wenn sie in pisen Geo-
biste vem cter Stufe, aber aneh in keinem Gebiste vom nislierer Stufe
vereinigt sind,einCebiet (& ~j-b— c)terBttfe gemeinschafilioh habon ;
aber die Rawmlshre kanm diesen flate nur fiir «¢ gleich oder kldiner
als 4 aor Amschanung dringen. 2) Der Flicheursum eines Dirsiecks
ist die Hitlfte von dem eines Parellclogharoms, desses Seiten mit swei
Beiten des Dreiecks gleich lang nnd parallel aind, der Kirpervawsn
des Tetraeders Yf; won dem des Spathes (Parallelapipedums), deasen
Kanten mit 3 in eimem Punkte asunsammentreffeaden Kanten <des
Tetraeders gleich lang und parsllel sind. Darin scheint der Sdts



-nngedoutét : der Ratim , ‘wiléhér zwisslion 'n Puridten Hugt, die
einem Gebiete nter Stufe (und dn keineih Gebiste von lﬂéﬂﬁrer‘Me)
1
' 1.2:8.:.h—1)
-(elner Figur, eines Kdrpers); dessen Begrinzangslinion(Bbitsh, Kandet)
'det von eiment 'dér 'n ‘Putikte zu den tibrigen 'gesegeneh ‘goraden
Tiimjen gleich und pusaliel sind. Aber wach ‘disser Sutd kothint Mer
ieht in seiner Allgeteitheit horaus. - Hingegen in ‘dorAnsdehnungs-
lehre treten-ih diessp beiden, urnd fin ‘allen andern Fillen, die gats
allgemeinen Sitze vollkommen Hervor. - So nimmt also uberaH e
Ruumlchre einen Anlwaf sur AHgomoinheit, sbissé sich #he¥, ohne
diese Allgemeinheit sirelehen z4 kdnnen, an-deh the dureh don Rawm
gesteckten Sehrarlien, welche nur die whstrakte Wimnum 'tlar

Ausdehwangslelird s durehbrachen versag. -

- ‘4. PasderTLinie ehtsprbchehg‘le Gebilde dor Ais-
dehnungslehre ist die'Gesammtheit der Blemente, 'in
die ein seinen Zubtana st%tig undemaas Elemaht
HWhbergoeht,

Die Linie kann als Gesammtheit der Punkte betrachtet werdéxi,
in die ein seinen Ort stetig 4ndernder Punkt iibergeht. Substituiren
wir hier dem Puakie -aligemeiner irgend ein Ding, wmiches einer
stetigen Aenderung irgend eines Zustandes, den es hat, fihig ist, und
abétrahiren nun von allem anderweitigen Inhalte des Dmges und
aller Besonderheit dieses seines Zustandes, und nennen das von allem
snderweitigen Inhalte abstrahirte Ding das ‘Element, so gelangen
wir'zu dem aufgestellten Begnﬁ‘e

5. Wenn h;erbex das Element .seinen . antopd
stets auf gleiche Weise dndert, so dass, weaw aus
einem. Elemente a des Gebildes durch Eine solehe
Aenderung ein apderes Element » desgelben hervor-
geht, dann dureh eine gleiche Aendezrupg aus b ein
neues Element c desselben Gebildes hervorgeht, a9
entsteht das der geraden Linie entsprechende Ge--
bildie, das G‘e%l‘et&‘wﬁtﬂ' Sthle. .

Die gaudo leo wird von dem Pukto 'kcmtnut,
dieser seinen Ort stets nach derselben Richtung him ¥ndett; eb-

vereuugt sind, ist von dem Raume eines Geebildes
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stituiren wir daher der Richtung die Art und Waise der Aenderung,
50 geht der aufgestellte Begriff hervor®).

6. Wenn man alle Elemente eines Gebietes nter
‘Stufe einer und derselben Aenderungsweise unter-
wirft, welehe sn neuea (in jenem Gebiets nichtent-
haltenen) Elementen fiuhrt, soheisstdie Gesammtheit
der durch diese Aenderungsweise nnd dieentgegen-
gesetzte erseugbaren Elemente ein Gebiet (n+41)ter
Stufe; das Gebiet dritter Stufe entsprieht der Ebene,
.dasvierterdem ganzen Raume.

Wenn die Punkte einer geraden Linte sich/ alle nach einer und
derselben Richtung bewegen, die zu neusn.(in jener Geraden micht
eathaltenen) Punkien fithrt, so ist die Gesammtheit der durch diese
Bewegung und die entgegengesetate ersougbsren Punkte die Ebene;
und. wenn man ebenso mit den Punkten der Ebqne verfihrt, so erhilt
man den gansen Raum. Substitnirt man: hier den r¥umlichen Be-
griffen die vorher angegebenen abstrakten und hilt den Fortgang
von einer Stufe zur niichst htheren allgemein fest, so erglebt sich
der obige Begriff.

11, 'l'gfndonz der in meiner Ausdehnungslehre n.ngowandton

7. In meiner Audehnungslehre tritt eine eigen-
thiitmliche Rechnungsmethode hery_or, welche, auf die
Raumlehretibertragen, vonunerschépflicher Frucht-
barkeitist, und hier (in der Ra'uml_éhre) darin besteht,
dass riumliche Gebilde (Punkte, Linien u. 5. w.) un-
mittelbar der Rechnung unterworfen weérden.

Zum Beispiel wird die durch zwei Puikte geftthrte Gerade ihrer
Gitsse und Lage nach als Verkntipfung jener Punkte und zwar als
éine eigenthtimliche Art der Multiplikation aufgefasst (s. unten no, 15),
ebenso das swischen 3 Punkten liegende Drefeck seinem Flichen-
raum und der Lage seiner Ebpqe nach als Produkt dreier Punkte,

*) Soll diegerade Linie und daa ihr entsprochends Gekilde nach beiden
Beiten unendlich sein, so muss der Punkt (das Element) auch nach der ent-
gogengedetsten’ Riehtung (Aenderungsweise) foﬁte'hfeiten, was-wir hier der
Einfachheit wegén iibsrgangen haben.
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80 dass dies Produkt null ist, wexmi der Flichenraum jenes Dreiecks
es ist &. h. die drei Punkte in gerader Linie liegen ; forner der Dureh-
- sobpistépunkt aweier gerader Limien in einem wntén (1é. 23. und
Awfg. 18.) nither zu beseichnenden: Sinne als Produkt dieser Linien.
" 8.: Die Tehdens dieser Rechaungsmethode fiir
-die Geometrie ist, die synthetische und analytische
Methode zm vereinigen, d h. die Vorztige einer jeden
-aufden Bodenderandernzuverpflanzen, indem jeder
Kanstrnpktion eine einfache analytische.Operation
zur Seite gestellt wird und umgekehrt.

Zur Erliuterung diene folgendes Beispiel. Bekanntlich . be-
schreibt eine Ecke y eines veriinderlichen Drejecks, dessen beide andere
Ecken @ £ sich in festen geraden Linien A und .B hewegen, und
dessen Seiten durch 3 feste Punkte @; b, c gehen, einen Kegelschnitt.
Sind a,.b, ¢ die festen Punkte, durch welche beziehlich die den Ecken
«, B, y gegentiberliegenden Seiten gehen, so giebt man, dass (s. ne.7.)
‘yaB die Ecke £, yaBecA die Ecke & darstellt,. und da die Punkte @,
b, 7, in Einer garaden Linie liegen, also ihr Produkt null ist (no. 7.),
80 hat man die Gleichung

yaBcAby =0 .
als Glelchnng eines yon ¥ beschriebenen Kegelschmttes. Man sieht,
dass diese Glelchnng in Bezug auf y vom zweiten Grade ist, und man
wird schon hierin ein auf alle algebralschen Knrven gehendes wich-
txges Gesetz ahnen

L Einfachste Rechknungsregeln fiir dis neus Ansiyse.

Die Verkntipfangen, dit in"diesem Theile der Ausdehnungslehre
varkommen, sind Addition, Subtraktion, kombmwtemscho Multipli-
kation, kombinatorische Division. S

9. FiraslleArtéen der Addition und Subtn.ktmn
gilt das gewthnliehe Rechnungsverfahren.

10. Fir alle Multiplikations- umd Dlvuxons-
weisen gllt das Gesetz: Stattein Aggregat von Glie-
dern mit einem zeichenlosen Ausdrucke auf irgend
eine Weise zu multipliciren oder zudividiren, kannp
man ohne Aenderung des letzten Ergebnisses die
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d¢ineel non Gliodeor Mmitdienmem A tisd rwokelanf disselbe
Weise®) multipliciren -oder dividiren, wnd die sin-
‘welnen Prodnkte oder'Quotientenso snwinem A'ggre-

' .gate verbniipfen, dass mas einem jodendms Zbichén

des panigen Gliedes votsotut, durch desseon Multipli-
ation ‘ader Dividion 'es smtstanden-ise; win Aohlifak-
tok Rann iberdies, wenn dr irgeund einem Fake¢ordes
Produktes zngeordunes ist, .anbh.jedem sndiera oder
auch dem Proaukte zugeordnet wer'den; endlich —‘:— ist
allesial 1, wenn . daithtmailist

11. EtaProdukt #b.e.... nenweichein kombina-
Rorisehws, wenn susser dem Cepstse no. 10, fMir tas-
selbe noeh das Gowety gilt;, dass, wenn'von deneinsel-
ner Faktoren @, b, ¢,.... swel wunfeinandérfolgende
vertauseht werden, dow Produkt vn%'gegwngeseuten
Waerth annimint; mnd %'why nenne ich a, b,'e¢,.... and
deren Summen odenr Differensen dann !'utureh ‘Grster
Ordnung.

Hiernach ist also z. B. a.D.¢.d. == —a.c.b.d.

12. Wenn in 8inem kombinatorischen Produkte
zwei Faktoren erster Ordnung einander gleichsind,
soistdas Produktnull

Z.B.a.b.b.d==0 (wie sich auch sogleich erglebt, wenn man
in dem Beispiele zu no. 11. 5 und ¢ gleich setzt). Folgende Auf-
gaben - segen Aur Brlittovang: dteser Matihyikativinwioish diénen:

Aufg. 1. Das kombihaterisshe Produkt (ees, <§- sgeq <o azgey)
- P2y 4 Biea 4~ Byes) ey 4-7ees 4-720y) 8 entwikeln, wenn @,
g, %35 By, By Pai 11s Vs 7s Zahlengrdmsen; oy, v, ¢ aber kotabi-
aatorische Faktoren ewstor Urlving bezeicknén. Man evhilt'durch
Anwendung der Réchnuagsregeln (@ 1R) sochliesslich den Anmdruck

(doyByys < o Sypy ot 0y Byry “*lk:‘)‘a J'l" “iﬂt’l. wagfiys)eg . 9. 5.
*) Dieser Ausdruck begielit sich nicht nur auf die ‘Verknfipfungs-

weise im ‘Allgetelnen, sdnfiern adeh ut " div 'Stellang aea ‘Patfon in dem
Predukee.



Ashaog: KN, 283

~JAsmfg. 3. - Drei 1@eichumyen ereten ‘Grades ‘mit dvéi Unbe-
kannten durch die Regelh ‘der ‘kombiuatorischen "Multiplikation zu
ligan (3 45.).
. iDiedrei-Glei¢hungen sefon
{* By~ pow=dy,
1... *M‘f‘ﬂﬂ“}"h‘""m
Ve - Ryy - 73 ==y
Man muMiplicire dié 8 Gleichungen beziehlich mit 3 'kombina-
torischen Faktoren erster Ordnung e, ¢, ey deren Produkt nicht
null ist, addire sie, und setze ‘
gy F- agey |- cgey =,
VBies + Baea+Brey =1,
T ne - res + 16 =,
dyey | dyey -+ dyep = d;
8o erhilt man die Gleichung
.y za4-yb+2c=d.
Multiplicirt man dmse Gleichung kombinatorisch mit . o 80 erhxlt
man, weil b.b.c und ¢.b.c nach ne. 12. null sind, die Glelchung
d.b.c
. a.b.c
und auf &hnliche Weise findet man y und z, und erhilt
4 e dbcy*_a.d.c’ a.b.d
a.b.c a.b.c’ a.b.c
Diese Ausdriicke (in welchen die Gesetze der kombinaterischen Mul-
tiplikation kein Heben der eingelnen kombinatorischen Faktoren ge-
statten) sind Xusserst bequem fir die Analyse. Will man die Unbe-
kannten in der gewdhnlichen Form ausgedriickt erhalten, ae hat man
nur aus Gleichung 2. zu substituiren, aach Aufg. 1. zu entwickeln
und e;eq65 nach no. 10. im Zihler und Nenner zu heben; z. B. findet
man
B J;M — 418t 1+ daBya — S fats - afets — Qﬂj&
“ugah — ey B31s+ asBrra— afary + asfari— oy
Man sieht, wie Afes Verfahren niclt .tur tiberhaupt fir n
Gleishwngen ersten Girades mit » Unbekntniten anwendbar ist, sondem
wie man asuch bei einiger Geliufigkeit hiernaoh sogleich das End-
resultat hinschreiben kann, sobald die ‘n Gleichungen gegebsn wimd.

z.a.b.cem=id.b.c, dlsD mm
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IV. Anschauliche Begriffe der verschiedenen Giriesen und Ver-
Jknilipfungsweisen in der Geomstrie.

13. Die r#umlichen Gr8ssen erster Stufe sind
einfache oder vielfache Punkte, und gerade Linien
vonbestimmter Linge und Richtuag. (§ 138.—§ 20.)

Bind 4 und B Punkte, 80 beseichne ich die g. L. von 4 nach B,
so fern an ibr zugleich Linge und Richtung, aber auch nichts weiter,
festgehalten wird, mit B— A ; ich sage also, dass B— A4 dann und
nur dann gleich By — 4, sei, wenn die geraden Linien von 4 nach
B und von 4; nach By gleiche Linge und Richtung haben.

14. Dier#umlichen Grdssen nter Stufe entstehen
durchkombinatorische Multiplikation vonn Gréssen
erster Stufe, welche als Faktoren ersterOrdnung an-
genommen werden.

In diesem Falle, wenn n¥mlich die Faktoren erster Ordnung
sugleich Grossen erster Stufe sind, nenne ich die Multiplikation eine
#ussere. ’

15. 8Sind 4, B, C, D Punkte, so bedeutet (§ 106—115)

1) A.B die Linie, welche Aund Bzu Grénzpunkten
hat, aufgefasstals bestimmter Theilder durch 4 und
Bbestimmtenunendlichen geraden Linie.

2) A.B C das Dreieck, dessen Ecken 4, B, C sind,
sufgefasst als bestimmter Theilder durch 4, B,Cbe-
stimmten unendlichen Ebene.

8YA.B.C.DdasTetraeder,dessen Ecken 4, B, C,
D sind, aufgefasst als bestimmter Theil desunend-
lichen K8rperraumes.

" "D.h. wir setzen A. B==A4,.B;, wenn beide Produkte gleiche
und gleich bezeichnete *) Theile derselben geraden Linie vorstellen;
ferner

A-B-O-AQ.B‘-CI,
wenn beide Dreiecke gleiche und gleich bezeichnete Theile derselben
Ebene sind ; endlich '
’ A.B.C.D==A.B;.C,.Dy,
wenn beide Tetraeder gleichea und gleichbeseichneten Inhalt haben.

*) Gleich begeichnet ndne fch zwei Grissen, welche entweder beide

positiven, oder beide megativen Werth haben.
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16. 8ind a, b, ¢ Linien von bestimmter Linge
und Richtung,so bedeutet (§ 28—36)

1) a.b das Parallelogramm, dessen Seiten gleich
und parallel a und b sind, und swar aufgefasst als
Fléchenraum von bestimmter Grésse und Ebenen-
Riehtung®). .

2) a.b.c das Spath (Parallelepipedum), dessen
Kanten gleich und parallela, b, ¢ sind, und swar sufge-
fasstals Kérperraum vonbestimmter Grdsse.

D. h. wir setzen
' a. b-at bi)
wean dié Parallelogramme, welche dureh diese Produkto dargestellt
sind, in parallelen Ebenen liegen, und gleichen und gleichbemxchnmn
Fléchenraum haben ;

a.b.comay.by.cy, '
wenn die durch diese Produkte dargestellten Spathe gléichen und
gleichbeseichneten Inhalt haben.

17. Die Seite (rechte oder linke), nach welcher
die Konstruktion einer réiumlichen Grdsse erfolgt,
bestimmt ihrenm positiven oder negativen Werth,
nimlich )

1) Zwei Theile derselben Linie, 4. B .und 4, . B, setzen wir
als gleichbezeichnet, wenn B von 4 aus nach derselben Seite liegt,
wie By von A, aus.

2) Zwei Theile derselben Ebene, 4.B.C und A‘ By . G,
setzen wir als gleichbeseichnet, wenn C'von 4. B aus nach derselben
Seite hin liegt, wie C; von 4, . B, aus, oder deutlicher, wenn dem,
der in A stehend nach B sieht, C nach derselben Seite hin liegt,
wie C} dem liegt, der in A, stehend nach B; sieht.

8) Zwei Kbrpertheile 4. B.C.D und A4;.B,.C).D, setzen
wir als gleichbezeichnet, wenn D von A.B.C aus nach derselben
Seite hin liegt, wie D, von 4, .B,. C; aus; oder deutlicher, wenn
einer menschlichen Figur, die den Kopf nach A4, die Fiisse nach B,
das Auge nach C hingerichtet hat, der Punkt D nach derselben’

*) Von zwei parallelen Ebenen sage ich dass sie gleiche Ebenen-
Richtung haben,
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Seite liags,. wie. Dy einer Figur, die .den Kopf nach 4,, die Ftisse
nach B,, das Aunge nach« C; hin gerichtet bat.

4).Zwei pacaliele- Flichensiame a.b mmd a) .3y setzen wir als
gltichhessichnet; wean die Richtusg b-von der Richtung & aus naebr:
dexselben Seite liegt, wie-by van ay. aus.

5) Zwei K¥rperritume a.b.cund a; .5y .c; setzsen win'doghieh-
beaeichnet, wenn: dis Riolitung ¢ ver a.5 aus nach derselben Seite
hin, liegt; wie.cs vom.ay.. by aus; d. h. wenn eiper menschiichen Figwr,
welcher dia Riehtung-a wen den: Ftssem zwm Kopfe geht; und deren.
Augen in der Richtung b; vorwirts sehen, die Richtang c nach der-
selben Seite liegt, wie die Richtueg oy einer Figur u. s. w.

. 18. s giebt: sieben Guttungen rdumlicher
Gedssen, invier Stufen vertheilt:
1) Einfache oder vielfache Punkte:
2) Gerade Linien von bestimmter Linge und
Rioktung.
3) Bestimmte Theile:bestimmter anendlicher
garader Linien.
4) Ehene Fl#chenritevme: von butunnter
Giréaseund Ebenen- Richtungy
5) Bestimmte Theile bestimmter unendlicher
- IXL. 8. { Ebenen, .
6) Bestimmite: Kérperriiume.
IV.St. 7)Bestimmte Kérperriume.

Hier kommen -die. Kdaperriiume zweimsl. vor, theils als Grisssen
dritter Stufe, theils: ala. Grissen. vierter. Stufe., .jo. naehdem, sie ala.
Produkte dyeiex g, I, von, bestimmter BRichtung und Lings, oder als-
Produkt. von, 4 , Punkten. anfgefagst werdan.

I. 8t.

11, St.

19. Gleichbegeichnets Thaile eines und desaselben:

Ganzen.gehen,als Summe einen ehenso beseichneten

Theil desselben Ganzan, iv,e.lchﬁ.r..so,g,poss ist, als jene.

beidenzpsammengenommen. (§8.)

Z.B. A. B und, 4, By geban, wenn:sie gleichgexiohtete Theile..
derselben, unendlichen: g, L. sind zur Summe. einen eben.so gerich-:
teten Theil derselben Linie, welcher so gross ist, als jene beiden
Theile zusammengenommen,.

20. Je zwei Griossen derselben Stufe,.ader- mm
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nnrseleha, kénaen addirt:woerden; der Begriff fiy die
Addition solcher Grossen l¥sst sich allema} bestim-.
men, wann man die vorler gegebene Bezeichhung
dieser Grossen feathilt, und die Beehnuguﬂogoln
ams.Ji.anwendet.

Aufg. 3. Zwei Punkte 4 und B -zn Mldn:en

Setzt man A4 B==28, so erhiilt man B— A4 =2 (§— A),
d. h, § ist die Mitte zwischen 4 und B. Also die Summe zweier’
Punkte ist die doppelt genommene Mitte zwischen beiden.

Aufg. 4. Zwei vielfache Punkte @4 und $B zu addiren,
wenn die Koefficienten « und 2 positiv sind, d h. den Punkt S zu
finden, welcher der Gleichung
A} BB == (a4 58
gentigt. (§ 94—98.) o

Solt dieser Gleichung gentigt werden, so muss

B(B— A) = (a+-B)(S — 4)
sein, und umgekehrt erhiilt man aus der letzten die erstere. Aus
der letzten folgt aber die Konstruktlon Man nimmt von der Linie -

AR von; A 3ug den Theil Tﬁ (oder von B aus den Theil -I-#)

8o ist der Lndpnnkt dieses Theiles der Punkt §.— Also ,die Summe
zweier vielfachen Punkte mit positiven Koefficienten ist ein mit der
Summe der Koefficienten multiplicirter Punkt, welcher in der geraden
Linie zwischen beiden Punkten so liegt, dass seine Extfernungen von
diesen beiden Punkten sich umgekehrt verhalten, wie dle zu diesen
Punkten gehtrigen Koefficienten ¥).¢ .

Aufg. 5. Einen Punkt 4 und eine ger. Liniq von bestimmter
Linge und Richtung C'—B zu addlren

Man konstruire eine-ger. Linie von 4 aus, welche. mit C’—
gleich lang und gleich gerichtet ist; diese sei D — A4, so ist D die
gesuchte Summe ; denn da C'— B=D — A4 ist, 80 ist

A4 (C— B)=m A+ (D— 4)=D.

Also ,die Summe eines Punktes 4. und einer- gemden Linie ven be-

') Man sieht, dass dieser Punkt der Schwerpunkt ist, wenn die Koeffi-
cienten Glewichte vorstellen.
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stinmter Lioge und Rishtung ist der Exdpunkt dieser Linfe, weun 4
ibr Anfangspuokt ist.
. Aaufg. 6. Einen vielfachen Punkt a4 und eine g. L. von be-
stimmter Linge und Richtung C'— B zu addiren.
Man Konstruire eine g. L. von 4 aus, welche mit C— B gleiche
Richtung hat, aber nur é 80 lang ist; diese sei D —A, so ist aD

die gesuchte Summe. Denn da
C— B==a(D— A4) ist, so0 ist
@A+ (C— B)=ad-+«(D— 4)=aD.

Aufg. 7. Zwei ger. Linien von bestimmter Linge und Richtung

B — A und D— C zu addiren. :

Man mache E—B==D— C, g0 ist

(B—4)+ (D— C) == (B— &)+ (E— B)=E—A.
Also ,zwei Linien von bestimmter Liinge und Richtung addirt man,
indem man, ohne die Lénge und Richtung zu verindern, auf den
Endpunkt der einen den Anfangspunkt der andern legt, dann ist die
g. L. vom Anfangspunkt der ersten zum Endpunkte der letzten die
gesuchte Summe.“ ' )

Aufg. 8. .n ger. Linien von bestimmter Linge und Richtung
zu addiren.

Die wiederholte Anwendung der Aufldsung von Aufg. 7. fithrt
sogleich zu der Losung dieser Aufgabe, n#mlich ,n ger. Linien von
bestimmter Linge und Richtung addirt man, indem man die einzel-
nen Linien, ohne ihre Richtung und Liinge zu #ndern, nach der Reihe
stetig d. h. so an einander legt, dass, wo die eine aufhtrt, die nkchst-
folgende anfingt; dann ist die g. L. vom Anfangspunkte der ersten
zum Endpunkte der letzten die gesuchte Summe.

Aufg. 9. Die Summe von n Punkten 4y, 4;....4, zu finden,
d. h. den Punkt 8 zu finden, welcher der Gleichung

A1+A’+--ooA” =nf
gentigt. :

Subtrahirt man auf beiden Beiten dieser Gleichung n R, wo R
ein beliebiger Punks ist, so erhitlt man
| (4—B)+ (43— RB)+....(4n — B) = n(§ — R).
Und da sus dieser Gleichung wieder die erstere sich ableiten Lisst, so
folgt: ,Um n Punkte zu addiren, zieht man von einem beliebigen
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Punkte R die g. L. nach den n Punkten, legt sie, ohne ihve Richtung
und Linge zu #ndern, stetig ax einander nnd zwar so, dass der An-
fangspunkt der ersten auf R fillt, verbindet R mit detn Endpunkte
der letzten durch eine g. L.  und theilt diese Verbindungslinie in n
gleiche Theile, so ist der erste Theilpunkt von R aus der Punkt §;
dessen nfaches die gesuchte Sunmme ist. g

Anufg. 10. - Beliebig viela vielfache Punkte aA, fB,..., su
addiren, wenn die Summe der Koefficienten @ —+-£-}-.... nieht aull
Setzt man o .
aA+4pBB+4...=(a-}g4...)8 .
und subtrahirt auf beiden Seiten (¢ }-2....) R, wo R ein bohoblger
Punkt ist, so erhilt man

@(Ad—R)b-B(B—B)fr..siom (@B ) (S— )

Alsoda auch hieraus wieder die erste Gleichung sich ableiten lisst, so
folgt ,die Summe von beliebig vielen vielfachen Punkten ¢4, 8B....,
deren Koefficienten-Summe. nicht null ist, findet man, .indem man. von
irgend einem Punkte R aus die Linien nach 4, B.... legt, diese
dann beziehlich mit e, £,.... multiplicirt*), die so gewonnemen
Linien, ohne jhre Richtung und Linge zu.X¥ndern, stetig an einander
legt, so dass der Anfangspunkt der ersten in R fillt, dann R mit dem
Endpunkte der letzten verbindet und von der Verbindungslinie von

: 1 .
R aus den Theill ————
atB8-4....

multiplicirte Endpunkt dieses Theiles die gesuchte Summe.

Aufg. 11. Die Summe von vielfachen Punkten w4, £B;....
zu finden, wenn @ - B, ... == 0 ist. - ‘

Man subtrahire von der Summe «d - ﬂB+ ..'den Awsdruck
(¢4 8~...) R, s0 wird, da diese subtrahirte Grbele aull ist, der
Werth der Summe nicht gelindert, also ist .

cA~4fB4....e=p(4— R)+ﬂ(3"3)+
Also ,die Summe von vielfachen Punkten, deren Koefﬁcnenten-
summe null ist, ist eipe g. L. von bestimmter Linge und Richtung, die

nimmt, so ist der mit (¢4 £....)

*) Durch solche Multiplikation mit einer Zahlgrisse « Hndert sich,
wie man leicht sieht, wenn « positiv ist, die Richtung nicht, wibrend die
Li¥nge im Verhiiltniss 1:« sich iindert; und ist « negativ, so wird die Rich-
tung die entgegengesetzte, .

19
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man dadurch findet, dass man von einem beliebigen Punkte R die g.
L. nach den gegebenen Punkten zieht, diese mit den diesen Punkten
sugehdrigen Koefficienten multiplieirt, und die Produkte addirt.“

Aufg. 12. Zwei Theile A.B und C.D von Linien, die sich
in E schneiden, zu addiren. .

Man mache E.F gleich 4. B wnd £.@ gleich C.D, so ist
A.B4+C.De=E.F+E.GumE.(F4 @) =2E.S, wemn 8 die
Mitte von F' und G ist (vergl. Aufg. 8). Also ,swei Theile von
Linien, welche sich schneiden, addirt man, indem man diesen Theilen
den Durchschnittspunkt als Anfangspunkt giebt; dann ist die doppelte
g- L. vom Durchechnittspunkte zu der Mitte der beiden Endpunkte
die gesuchte Summe *).“ -

Aufg. 13. Zwei parallele Linientheile 4.8 und C.D zu
addiren, wenn beide micht gleichlang und zugleich entgegengesetzt
gerichtet sind.

Wenn A. B und C.D parallel sind, so muss D— C gleich
a (B — A) sein, wo « irgend eine positive oder negative Zahl ist. Da
nun A.B gleich A.(B— A) ist, weil A.4 nach no. 12. null ist, so
hat man . -
A.B4C.Dem A.(B~ A4)~C.(D—C)

== A.(B— A)4aC.(B— 4)
- (A+GC’)(B—— 4).
Ist die Summe A aC gleich (1} )8 (vergl. Aufg. 4.), so wird
der letzte Ausdruck
=8.(14a)(B—A)=8.(B—A+4D—C),
worin eine einfache Konstruktion jener Summe liegt.

Aufg. 14. Zwei gleich lange und entgegengesetst gerichtete
Linientheile 4. B und €. D zu addiren. . A

Liegen beide in derselben g. L., so ist die Summe null, Ist
dies nicht der Fall, so ist, weil D — C'== — (B — A) ist,

A.B4+CD==A.(B—A)4-C.(D—0C)
w4 . (B—A)— C.(B—4)
(A — C).(B— A).

*) Diese ist rugleich die Diagonale des Parallelogramms, welches
jene Linientheile zu Seiten hat, woraus man sieht, dass die Summe der
Linientheile die rusammengesetste Kraft ist, wenn die Linientheile Krifte
vorstellen. )
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Dann ist die Summe also ein Flichenraum von bestlmnter Grbese
urd Ebenen-Richtung *).

Avufg. 15. Zwei Fliichenriume von bestimmter Grdsse und
Ebenenrichtung a.b und ¢.d zu addiren. -

Sind die Ebenen parallel, so knnen die schon mach no. 19
addirt werden; sind sie es nicht, so werdén beide Ebenen eine Rich-
tung gemeinschaftlich haben. Es sei ¢ eine g. L., welehe diesé Rich-
tung hat, und a.? gleiehe.f, c.d gléich e. g, 5o ist

a.bf-c.dmme.f}e.gme.(f4g)

Aufg. 16. Zwei Theile A.B.C und D.B.# bestimmter
Ebenen, die nicht parallel sind, zu addiren. :

Sind die Ebenen nicht parallel, so werden sie sicl schmeiden.
Es sei G.H ein Theil der Durchschnittslinie, und es sei 4. B.C
gleich G.H.J, D. E. F gleich G. H. K, so ist

' A.B.C4D.E.F=G.H.J4G.H.X

=@G.H.(J+K)=2G.H.8,
wenn S die Mltte zwischen J und K ist. Also ,Zwei Theile nicht
paralleler Ebenen addirt man, indem man sie als Dreiecke darstellt,
deren gemeinschaftliche Grundseite in dem Durchechnitt beider
Ebenen liegt ; dann ist das Doppelte des Dretecks, was dieselbe Girund-
seite hat, und dessen Spitze die Mitte ist zwischen den Spitzen Ju&
Dreiecke, die gesuehte Samme.

Aufg. 17. Zwei Theile A.B.C and D.E. F pamlleler
Ebenen zu addiren.

8ind die Ebenen parallel, so muss (E’—D) (F—wD) gleich &
(B—4).(C—~4) gesetat werden kdnnen, wo @ eine Zahlengwssé
ist. Dann ist
A.B.C4+D.E.F=A. (B-—-A) (C’-—-—A)-{—D.(B——»D) (E—-—D)“)

. ==(A~-aD).(B—4).(C—A4) .
=8.(1+a).(B—4).(C—4),
wemn (1--@)8 die Summe von A+4-aD ist. Der letste Amdruck
= B[(B—4).(C— 4)- (B~ D).(F—DJ} :

*) Wie die Summe zweier Linientheile, die nicht in denolben Ebene
liegen, zu behandeln sei, kann ich hier mchtauefuhren (vergl Ansdehmmgd
8. b1.u. §. 122.).

#*) vergl no 12. :
19°
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worin wieder eine einfache Konstruktion liegt. Ist jedoch @ s=s —1,
d. h. sind beide Fléchenrfume gleich gross, aber entgegengesetzt be-
meichnet, s0-ist A-{-&D eine g. L. von bestihmter Richtuug und
Linge (Aufg. 11.); ist diese.gleich H— G, so ist
A.B.C+4+D.E.Fes(H—Q).(B—4).(C—A4),
also-die Summe dann ein Kérperraum.
* - Aufg..18. Einen Theil 4. B. C eimer bestimmten Ebene und
einen Korperraum (D— 4) .(B — 4).(C~— A) m addirea.
A.B.C4(D—4).(B—14).(C—4)
wA.(B— 4).(C+— 4)+(D— 4).(B—~4).(C— A)
=D.(B—A4).(C—~4#), .
woraus der Begriff diéser Addition leicht hervorgeht.

21. Ein kombinatorisoches Produkt dessen Fak-
toren erster Ordnung Grbtesen (n-—1)ter Stufe sind,
welche aber alle in eimem und demselben Gebiete
nter Stufe liegen, nenne ich ein eingewandtes Pro-
dukt, und swar einaufjenes Gebietbeztigliches,

- 2. B. ein kombinatorisches Produkt von Linientheilen in der

. Ebene; oder von Ebenentheilen im Raume.
-4 22, Wird von jetxt axi die dissere Multiplikation durch blosses
Ansinanderschreiben, die eingewandte Muitiplikation durch eimen
gwischen die Faktoren gesetzten Punkt beseickmet, so verstehen
wir unter dem eingewandten Produkte 4B.4C,wo 4,
B, C beliebige Grtssen sind, das Produkt ABC. 4, in
welchem ABC wie einsu 4 gehdriger Koefficient be-
handelt wird, vorausgesetzt, dass'das Produkt auf
das Gebiet von niedrigster Stufe, in welechem 4, B
und Czugleichliegen, bezogen wird.

‘Aufg.19. Des auf die Ebene -ABC bezﬂghche Produkt
gweier Linientheile 4B . 4C su finden.
o+ Nech mo. 23, list dasselbe gleich.- ABC.4; d. h. ,das Produkt
zweier Linientheile, deren Linien sich schneiden, ist der Durchschnitts-
punkt, verbanden mit einem Theil der Ebene als Koefficienten.“
Denkt man sich einen Theil der Ebene als Einheit angenommen, so
‘werden die Ebenentheile, mit denen die Punkte behaftet sind, wirk-
liche Zahlgrtssen und die Produkte erscheinen als vielfache Punkte ;
doch mtissen dann alle zu vergleichenden Grissen in derselben Ebene,
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auf dle sich die Produkte beziehen, hegen (wie dies in der Plani-
metrie immer der Fall ist).

Aufg. 20. Das Produkt dreier Linientheile AB, AC, BC in
Bezug auf die Ebene ABC zu finden.

Aufl. AB.AC.BC=ABC.ABC==(4BC)2

Aufg. 21. Das eingewandte Produkt zweier Ebenentheile
ABC und ABD (in Bezug auf den Kérperraum) zu ﬁnden

Aufl. ABC.ABD=ABCD.AB.

Aufg. 23, Das . cingewandte Produks dnem Ehmﬂnpﬂe
ABC, ABD, ACD zu finden, .

Aufl. ABC.ABD. ACD=ABCD ABCD.A=(ABCD)%. A

Aufg. 23. Das eingewandte Produkt von vier Ebenenthexlen
ABC, ABD, ACD, BCD zu finden. R

Aufl. ABC.ABD.ACD.BCD == (ABCD)?.

Anm. Das Produkt zweier Ebenentheile giebt also einen
Linientheil, das dreier einen Punkt, aber jener Linientheil und dieser
Punkt haben dann noch einen Raumtheil oder ein Prodnkt vor Raum+
theilen als Koefficienten, und nimmt man einen Raumthieil als Embeit
an, 80 gehen diese Koefficienten in wirkliche Zahlgrossen ‘tiber. ' ;

Dies etwa sind die wesentlichsten Begriffe, welche-{n ‘dem ersten
Theile meiner Ausdehnungslehre vorkommen. Aber es ist unmoghch,
von der unendlichen Fruchtbarkeit dieser neuen Methode fiir. die. Bt)-
handlung nicht nur der Raumlehre, sondern tiberbaupt allex Wissen-
schaften, welche auf rBumliehe Verhiltnisse zurtickgehen, hier auch
_ nur einen oberfliichlichen Begriff zu geben. Ebenso wenig konnte
ich hier die Beweise liefern, dass in der That die in ITI. gegebenen
Rechnungsregeln fiir die einzelnen hier dargelegten Verli.nﬂpfupgs-
weisen gelten, sondern auch hier muss ‘ich auf meine susfithrliche
Schrift verweisen, in ‘welcher diese Beweise in aller Strenge géfthrt
sind; und wo zugleich die Entwickelung tiberall in' der Art fort-
schreitet, dass alles Willkithrliche, was noch in der Aufstellung der
verschiedenen Begriffe zu liegen scheint, verschwindet. - >
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Alphabetisches Verzeichniss der gebrauchten Kunst-
ausdriicke. (1877))

Die Kunstausdriicke, welche ich spiiter ganz aufgegeben habe, sind einge-

klammert.

Zu denjenigen, welche ich in der Ausdehnungslehre von 1862

durch andere ersetzt habe, sind die letzteren hinzugefiigt und durch ein
Gleichheitszeichen mit jenen verbunden.

Abschattang==Zurtickleitung § 82.

(Abweichung) § 965.

Addition einfacher Ausdehnungen
erster Stufe § 15.

— hSherer Ausdehnungen § 48.

Affinitiit § 154.

— direkte, reciproke § 157.

Allgemeine Formenlehre § 1.

Analytische Form § 7.

~ Verkntipfung § 6.

Aenderang stetige § 14,

Ausdehnung erster Stnfe § 14.

— héoherer Stufe § 31.

— von erglnzender Stufe § 80.

— der Elementargrdsse § 111.

Ausdehnungegrisse == extensive

- Qrosge § 18,

(Ausweighung der Elementargrisse)
§ 109,

(Aeussere Division) § 60.

— Multiplikation der Strecken § 28 ff,

— — der hoheren Ausdehnungen
§ 54.

— — der Elementargrossen § 106 ff.

(Beziehungsgrisse) § 137.

(Beaiehungssystem) § 127.

(Beziehungsaahl) § 137.

(Doppelsystem) § 143.

(Eckgebilde) § 111.

Eindeutige analytische Verkniipfung
§1.

Eingeordnets=incident § 136.

Eingewandtes=sregressives Produkt
§ 125.

Element § 18.

Elementargrisse § 94 .

Elementarsystem § 107.

Ergtinzzahl einer Grosse § 133.

Ersetzender Verein von Gleichungen
§ 86.

Formelle Summe § 51,

(Formelles Produkt) § 135.

Gemeinsames §ystem § 126.

Gemischtes Produkt § 137.

(Gesammtabweichung) § 96.

Gewicht des Elementarvereins § 95.

(Grad der Abh#ngigkeit) § 125.

Grundmasse==Einheiten § 87.

(Grundsystem) § 82, 149.

(Harmonische Gleichungen) § 167.
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(Harmonische Koefficienten) § 167.

Hauptsystem==Hauptgebiet § 80, 137.

Indifferente Form § 7.

Kollineation § 160.

{Kombination der Grossen) § 151.

(Leitsystem) § 82, 149,

Multiplikation siehe Produkt.

Néchstumfassendes Systems==verbin-
dendes Gebiet § 126,

Offenes Produkt § 172.

(Polsystem) § 167

Produkt,

— Husseres § 28 f., § 106 ff.

— singewandtess=regressives § 125,

— (formelles) § 125, *

— gemischtes § 187,

— reales § 126.

— reines § 187.-

Projektion § 82, 152.

Proportion in der Geometrie § 76.
Reciprocitiit § 160.

Reines Produkt § 187.

(Richtaxen) § 87.

(Richtmasse) § 87.

(Richtstiicke) § 88.

(Richtsystem) § 87. .

Spath==S8pat § 87.
Spatheak==Spateck § 87.

Starre Elementargrisse § 109.
Strecke § 14.

Synthetische Verkniipfung § 8.
System=Gebiet nter Stufe § 18, 20.
Unterordnung, Form derselben § 129.
Verwandtschaft § 164 f.
Zahlengrdssen § 68.
Zeiger==Ableitungszahlen § 88.-
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