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Zusammenfassung:
Der Bereich ,,Zahlen und Operationen® stellt
einen Kernbereich im Mathematikunterricht dar.
In jedem Schuljahr sollen die Kompetenzen darin
erweitert werden. Der Umgang mit Zahlen und
Rechenoperationen beginnt jedoch bereits im
Kindergartenalter, wenn die Zahlwortreihe
aufgesagt oder spiter erste Rechenaufgaben
geldst werden. Um die Kompetenzen ausbauen zu
kénnen, sind nicht nur ein differenzierter
Zahlbegriff und tragfdhige Mengen- und
Zahlvorstellungen notwendig, sondern auch
flexibel anwendbare Losungsstrategien. Dieser
Artikel  soll  einen  Uberblick  {iber
Losungsstrategien der Addition und Subtraktion
geben und diese entwicklungstheoretisch
einordnen.  AbschlieBend werden  daraus
Konsequenzen fiir den Unterricht gezogen.
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Abstract:

Numbers and operations constitute an important
part in mathematics education. In each school
year, the competencies should be expanded in this
area. However, dealing with numbers and
arithmetic  operations already begins in
kindergarten, when the first arithmetic problems
are solved. In order to be able to develop the
competencies, not only differentiated and
adaptable concepts of numbers and quantity are
necessary, but also applicable strategies for
solving arithmetic tasks. This article will give an
overview of these strategies and classify them
according to a theoretical development model.

Finally, consequences for teaching are drawn.
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Einleitung

Im Mathematikunterricht der Grundschule spielt
der Bereich der ,,Zahlen und Operationen* eine
wichtige Rolle (Grassmann, Eichler, Mirwald, &
Nitsch, 2010). Die darin erworbenen Kenntnisse
bilden eine wichtige Grundlage fiir das
Mathematiklernen im weiteren Verlauf der
Schulzeit. Nur durch die Méglichkeit, auf flexible
und nicht-zdhlende Losungsstrategien und
ausgeprigte Vorstellungen zu verschiedenen
Rechenoperationen zuriickgreifen zu konnen,
sind die Schiilerinnen und Schiiler in der Lage,
komplexere Aufgaben zu l6sen und somit dem

weiterfiihrenden Unterricht zu folgen.

Die Entwicklung von Strategien zur Lésung von
Rechenaufgaben beginnt bereits im
Kindergartenalter. Diese werden dann im Laufe
der Schulzeit abhingig vom arithmetischen
Konzeptverstindnis weiterentwickelt und aus-
differenziert. Somit zeigen sich im Unterricht
grofle Unterschiede im Strategierepertoire. Damit
der aktuelle Lernstand der Kinder eingeschitzt
und eine gezielte Forderung erfolgen kann, ist es
wichtig, verschiedene Losungsstrategien zu
kennen und sie

entwicklungstheoretisch

einordnen zu koénnen.
Losungsstrategien im  Kontext
arithmetischer
Kompetenzentwicklung

Im Anfangsunterricht der Grundschule sind mit

dem Begriff =~ Rechenoperationen bzw.

Operationen die vier Grundrechenarten Addition,

Subtraktion, Multiplikation und Division gemeint
(Krauthausen & Scherer, 2014). Da curricular
zuerst die Addition und Subtraktion behandelt
werden, sollen diese beiden Operationen hier im

Vordergrund stehen.

Begriffsdefinition
Mit dem Begriff Losungsstrategien werden die
verschiedensten Handlungen hinsichtlich
unterschiedlicher Aufgaben bezeichnet.

Gaidoschik (2010) definiert Losungsstrategien als
,»die Gesamtheit der beobachtbaren Handlungen
und erschlielbaren geistigen Akte [...], die ein
Kind als Mittel anwendet fur den Zweck, eine
bestimmte Aufgabe zu bewaltigen.** (S. 22)

Bei dieser Definition ist zu beachten, dass sowohl
die beobachtbaren dufleren Handlungen als auch
die geistigen Prozesse, die von auBen nicht
einzusehen sind, einbezogen werden. Es kann
also auch auf eine Losungsstrategie geschlossen
werden, die das Kind verfolgt, auch wenn es keine
beobachtbare = Handlung, sondern  geistige
Aktivititen ausfiihrt. Weiterhin unterscheidet sich
die Definition in dem Sinne von anderen, dass
nicht eingegrenzt wird, ob das Problem mithilfe
der Strategie richtig gelost wurde. Entscheidend
ist nur, dass eine Strategie zur Anwendung
kommt (Gaidoschik, 2010).

Eine solche Losungsstrategie wird 1im
Zusammenhang mit mathematischen Aufgaben
héufig auch als Rechenstrategie bezeichnet. Diese
mathematischen Losungsstrategien werden in
zéhlende Strategien und heuristische Strategien

unterschieden.
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Zihlende Losungsstrategien

Bereits ab einem Alter von ca. drei Jahren kdnnen
Kinder erste Teile bis hin zu groBeren
Abschnitten der Zahlwortreihe aufsagen (Padberg
& Benz, 2011) und diese zum Auszdhlen einer
kleinen Anzahl von Objekten nutzen (Fritz,
Ehlert, Ricken, & Balzer, 2017). Zum Zihlen
gehort in diesem Zusammenhang sowohl das
laute als auch das gedankliche Aufsagen der
Zahlwortreihe (Gaidoschik, 2010) sowie eine
zeitgleiche korrekte Ausfiihrung der 1-zu-1-
Zuordnung, also jedem zu zdhlenden Objekt
genau ein Zahlwort zuzuordnen. Abhingig von
der Entwicklung der arithmetischen Konzepte
(Fritz, Ehlert, Ricken, & Balzer, 2017) eines
Kindes, konnen verschiedene zihlende Strategien
angewendet werden, die sich jedoch deutlich
hinsichtlich ihrer Effizienz und Fehleranfilligkeit
unterscheiden. Die Vorstellung der Strategien flir
die Addition soll anhand der Additionsaufgabe 5
+ 8 = 13 erfolgen.

Als Erstes ist das Vollstandige Auszahlen oder
auch Alleszahlen zu nennen. Hierbei handelt es
sich um eine der ersten zur Verfiigung stehenden
Strategien. Sie ist vor allem mit der Nutzung von
Materialien z.B. Pldttchen, aber auch Fingern,
verbunden, denn es werden sowohl die einzelnen
Teilmengen (fiinf und acht), als auch schlieflich
die Gesamtmenge immer bei Eins beginnend
ausgezihlt (Padberg & Benz, 2011). Um diese
Strategie anwenden zu konnen, miissen die
Kinder das Prinzip der I1-zu-1-Zuordnung
verstanden haben, korrekt umsetzen kénnen und

das ordinale Zahlverstindnis entwickeln (Fritz

u. a., 2017). Dabei verstehen Kinder, dass Zahlen
geordnet sind und dass sie in die eine Richtung
auf dem Zahlenstrahl (rechts) groBer und in die
andere Richtung (links) kleiner werden. Kinder
verfiigen iiber dieses arithmetische
Konzeptverstindnis durchschnittlich im

Vorschulalter, also dem letzten Kindergartenjahr.

Eine darauf aufbauende Strategie ist das
Weiterzéhlen. Es wird nun nicht mehr jede Menge
vollstindig ausgezdhlt, sondern ab einer
beliebigen Ausgangszahl weiter gezahlt (Secada,
Fuson, & Hall, 1983). Um zu einem richtigen
Ergebnis zu kommen, miissen die Kinder mit dem
auf den Summanden folgenden Zahlwort
beginnend weiterzihlen. Fiir die Beispiclaufgabe
bedeutet das, dass die Fiinf als Summand erkannt
und mit der Sechs beginnend um acht
weitergezdhlt wird. Dabei miissen gleichzeitig
zwel Zahlreihen organisiert werden: Einerseits
die ,,Weiterzéhlreihe* (6, 7, 8, ..., 13) und die
,Hauptzdhlreihe®, die anzeigt, wie viele Zahlen
weitergezdhlt werden miissen (1, 2, 3, ..., 8)
(Gaidoschik, 2010). Dieser Prozess kann mit
Hilfsmitteln z.B. den Fingern oder auch in
Gedanken stattfinden. Fiir das Nutzen dieser
Strategie ist ein kardinales Zahlverstindnis
notwendig. Dies meint, dass Kinder verstehen,
dass Zahlen auch die Méchtigkeit von Mengen
reprisentieren. Sie beginnen zu verstehen, dass
Mengen in Mengen enthalten sind und dass die zu
zahlenden Elemente zu einer Gesamtmenge
gehoren, die durch Zahlen ermittelt wird (Fritz

u. a., 2017).
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Aufbauend auf dem Verstindnis, dass Mengen in
Mengen enthalten sind, entwickeln Kinder die
Einsicht in das Teil-Teil-Ganze-Konzept. Sie
verstehen, dass eine Menge verschieden in
Teilmengen zerlegt werden kann und dass
Teilmengen und die Gesamtmenge eine
Mengenbeziehung darstellen, so dass ausgehend
von zwei bekannten (Teil)mengen auf eine
unbekannte (Teil)menge geschlossen werden
kann. Konnen Kinder dieses Verstindnis
aufweisen, dann verstehen sie auch, dass es fiir
das Gesamtergebnis irrelevant ist, ob es 8 +5
oder 5 + 8 hei3it. Mit diesem Wissen dndert sich
auch die Strategie des Weiterzéhlens und Kinder
konnen mit dem gréBeren Summanden beginnend
den kleineren Summanden addieren. Damit
Kinder in Schritten zdhlen konnen, z.B. in
Zweierschritte, bendtigen sie zusitzlich zum Teil-
Teil-Ganze-Konzept, das relationale Zahl-
verstandnis. Zahlen reprisentieren nun auch einen
Abstand zwischen Mengen oder zwischen
Zahlen. Nun gelingt auch ein Weiterzéhlen in
groferen Schritten (Kaufmann, 2010; Padberg &
Benz, 2011). Mit der Entwicklung des
Zahlverstindnisses und damit der konzeptuellen
Entwicklung im arithmetischen Verstindnis des
Kindes konnen effektivere Zdhlstrategien
angewendet werden. Damit finden eine
Verkiirzung des Zahlprozesses und eine

Reduktion der Fehleranfalligkeit statt.

Wie fur die Addition konnen auch fir die
Subtraktion zdhlende Strategien angewandt
werden. Diese werden umso effektiver

(Kaufmann, 2010) je weiter das Kind in der

Entwicklung des konzeptuellen arithmetischen
Verstdndnisses vorangeschritten ist (Fritz et a.

2017).

Das Pendant des Alleszéhlens fiir die Subtraktion
ist das Auszdhlen. Dabei wird der Minuend
meistens mithilfe von Materialien abgebildet und
anschlieBend der Subtrahend durch Wegnehmen
abgezogen (Kaufmann, 2010). Die {ibrig
gebliebene Menge wird ebenfalls gezdhlt. Hierfiir
miissen Kinder das ordinale Zahlverstindnis

verinnerlicht haben (Fritz u. a., 2017).

Als weitere Strategie ist das Ruckwartszahlen
moglich. Dabei wird vom Minuenden ausgehend
die Zahlenreihe riickwirts durchgegangen
(Kaufmann, 2010). Dafiir ist, genau wie beim
Weiterzédhlen, die  Koordination  zweier
Zahlenreihen nétig und das kardinale Versténdnis
von Zahlen die Grundlage, wenn das

Ruckwartszahlen direkt vom Minuenden ohne

vorheriges auszdhlen begonnen wird.

Eine andere Vorgehensweise zeigt sich beim
Erganzen. Dabei wird vom Subtrahenden
ausgehend bis zum Minuenden weitergezéhlt. Es
wird also die Subtraktion in die Addition
tiberfiihrt und es kann somit die Strategie des
Weiterzéhlens angewandt und das
Riickwiértszdhlen umgangen werden. Dies bietet
sich allerdings nur bei geringen Abstinden
zwischen Minuend und Subtrahend an (Schipper,
2009). Fiir das Ergédnzen ist es notwendig, dass

die Kinder Additions- und Subtraktionsaufgaben

als komplementdr, d.h. als sogenannte
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,Gegenoperationen* erkennen und verstehen. Da
sich diese Einsicht mit dem Teil-Teil-Ganze-
Konzept entwickelt, findet das Ergéinzen erst im
Zusammenhang mit heuristischen Strategien
Anwendung. Wird diese Strategie allerdings im
Unterricht explizit vermittelt ohne dass das
entsprechende konzeptuelle Verstindnis beim
Kind vorhanden ist, liegt ein auswendig gelernter
und unverstandener Algorithmus vor, der
lediglich zum Ziel hat, dass Kinder befihigt
werden, richtige Ergebnisse zu ermitteln. Bei
einer Vermittlung ohne konzeptuelle Veranke-
rung bleiben Mengenbeziehungen unerkannt,
wobei letzteres die Voraussetzung fiir die
Entwicklung von heuristischen Losungsstrategien
ist. Damit werden zéhlende Rechner in ihrem
Zdhlen gefestigt und eine Ablosung vom Zéhlen

findet moglicherweise nicht statt.

Wie Dbereits erldutert, bilden diese hier
vorgestellten Strategien, mit Ausnahme des
Ergédnzens, meist die ersten, die bei der Losung
mathematischer Probleme zur Anwendung
kommen. Allerdings benutzen auch Erwachsenen
diese haufig im Alltag (Padberg & Benz, 2011),
obgleich  zdhlende Rechenstrategien sehr
fehleranfillig und ineffektiv und dadurch fiir das
Rechnen mit groflen Zahlen ungeeignet sind. Die
héufigsten Fehler ergeben sich einerseits daraus,
dass der Uberblick iiber die zwei benétigten
Zidhlreihen verloren geht und dadurch Elemente
doppelt gezéhlt oder ausgelassen werden,
andererseits entstehen fiir das zdhlende Rechnen

typische Fehler um plus oder minus eins, da die

Kinder beim Weiterzédhlen mit dem Zahlwort des
ersten Summanden (bzw. bei der Subtraktion mit
dem Zahlwort des Minuenden) und nicht mit dem
darauf folgenden beginnen (Schipper, 2009).
Deshalb ist es ein wichtiges Ziel des
Mathematikunterrichts der Grundschule, den
Schiilerinnen und  Schiilern  heuristische
Losungsstrategien nahezubringen, was allerdings
voraussetzt, ein  schrittweises  Aufbauen
arithmetischer Konzepte in den ersten beiden

Grundschuljahren zu fokussieren.

Heuristische Losungsstrategien
Als heuristische Strategien werden diejenigen
angesehen, die ,,Einsichten in die Eigenschaften
von  Addition und  Subtraktion (z.B.
Assoziativgesetz) [...] voraus [setzen], aus denen
dann die Losungen anderer Aufgaben abgeleitet
werden.” (Schipper, 2009, S. 107) Insgesamt
handelt es sich bei heuristischen Strategien, um
Losungsprozesse, bei denen die Beziehung
zwischen Mengen und Zahlen gesehen und
genutzt wird. Dafiir ist allerdings ein flexibles
Verstindnis des Teil-Teil-Ganze-Konzepts die
Voraussetzung. Kinder, die Ergebnisse {iber-
wiegend zédhlend ermitteln, verfiigen (noch) nicht
tiber geniigend Einsicht in das Teil-Teil-Ganze-
Konzept und damit in die Beziehungen zwischen
Mengen bzw. zwischen Zahlen. Sie werden mit
diesem Wissen nicht ausreichend in der Lage
sein, heuristische Strategien inhaltlich zu ver-
stehen und diese abhidngig von der Anforderung

der Aufgabe angemessen einzusetzen.
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Tabelle 1

Operative Grundaufgaben und Grundstrategien. Nach:
Schipper (2009), S. 116.

Operative Grundaufgaben
Umkehraufg | Tauschaufgab Nachbaraufgaben
aben en
7+9
17-8 9+9
17-9 e 8+8
8+10
7+10
8+2+7 8+8+1 [aus 8- 1)+ (9 + 1)]
8§+10-1 9+9-1 10+7
[aus (8 +2) + (9 —2)]
Schrittweise Verdoppeln Gegensinniges
Rechnen Verdndern
Operative Grundstrategien

In der Ubersicht (Tab. 1) sind zunichst die drei
wichtigsten heuristischen Strategien fiir die
Addition und Subtraktion (,,Operative
Grundstrategien) zu  finden, die im
Anfangsunterricht der Grundschule eine grofle
Rolle spielen (Schipper, 2009). Zusétzlich enthilt
die Ubersicht die ,,Operativen Grundaufgaben®,
ebenfalls fiir Addition und Subtraktion, die fiir
eine Losung mithilfe heuristischer Strategien
bendtigt werden. Es wird die Beispielaufgabe 8 +

9 verwendet:

Die gezeigten Grundaufgaben und Grund-

strategien sollen nun jeweils erldautert werden:

Das Verdoppeln nutzen eignet sich besonders fiir
sogenannte ,,Fast-Verdoppelungsaufgaben® (z.B.
3 + 4), da sich diese nur um eins vom Ergebnis
der Verdoppelungsaufgabe unterscheiden. Kinder
nutzen die Verdopplung 3 + 3 und addieren die

noch fehlende Teilmenge 1 (aus 4 =3 + 1). Damit

findet ein 6konomischer und vor allem effektiver
Rechenprozess statt (Schipper, 2009). Es werden
also  meist  Verdoppelungsaufgaben, die
Nachbaraufgaben der eigentlichen Aufgaben
sind, genutzt (Padberg & Benz, 2011). Das
Pendant fiir die Subtraktion bildet das Halbieren.
Diese Strategie ist in der Ubersicht von Schipper
nicht aufgefiihrt, da sie sich aus dem Verdoppeln

ableiten lasst.

Als weitere Strategie wird das Schrittweise
Rechnen genannt. Dabei handelt es sich um eine
sehr vielseitig ein- und fortsetzbare Strategie
(Schipper, 2009). Um schrittweise rechnen zu
konnen, miissen Kinder in der Lage sein, Zahlen
flexibel zu zerlegen. Beim Schrittweisen Rechnen
werden Zahlen sinnvoll zerlegt, um bestimmte
Vorteile beim Rechnen zu nutzen, wie z.B. die
Néhe zum nichsten Zehner (z.B. 8 +9 =8 +2 +
7). Wie bereits oben schon hingewiesen, miissen
Kinder iiber ein flexibles Teil-Teil-Ganze-
Verstindnis verfiigen, um diese heuristische
Strategie anwenden zu konnen (Fritz u. a., 2017).
Dies bedeutet, sie sind in der Lage, Additions-
und Subtraktionsaufgaben iiberwiegend nicht
zahlend zu l6sen und sie konnen die Néhe von
Mengen und Zahlen beschreiben und erkliren,
somit begriinden, warum 3 + 4 das gleiche wie 3
+3 + 1 ist. Das Teil-Teil-Ganze-Konzept stellt
insgesamt einen bedeutsamen Entwicklungs-
schritt dar und bleibt flir die gesamte
Grundschulzeit ein relevantes Konzept, welches
ausgehend im Zahlenraum bis 10 auf weitere
Zahlenrdume anwendbar gemacht werden muss.

Es ist eine wichtige Grundlage fiir darauf
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auftbauende Konzepte und damit fiir das weitere
Mathematiklernen. Wie  bereits in  der
Beispielaufgabe sichtbar ist, wird beim
schrittweisen Rechnen meist die Fiinf oder die
Zehn als Rechenvorteil genutzt, wodurch sich das
Rechnen mit der ,,Kraft der 5 bzw. der ,,Kraft
der 10* etabliert hat (Doschko, 2011).

Als dritte Grundstrategie benennt Schipper das
Gegensinnige Verandern. Dieser Strategie liegt
das Prinzip der Kompensation zugrunde, d.h. die
Summe bleibt erhalten, wenn Elemente einer
Teilmenge zur anderen verschoben werden (z.B.
6 + 8 =7+ 7). Dafiir ist ein fortgeschrittenes Teil-
Teil-Ganze-Verstindnis  notwendig.  Somit
kommt diese Strategie im Anfangsunterricht der
Grundschule noch nicht so hdufig zum Einsatz,

ihre Bedeutung nimmt aber im Fortgang des

Mathematiklernens zu (Schipper, 2009).

Fir die Subtraktion wird hinsichtlich dieser
Strategie vom  Gleichsinnigen  Veréndern
gesprochen, da hierbei sowohl Minuend als auch
Subtrahend in die gleiche ,,Richtung® verdndert
werden (z.B. 11 — 5 =10 — 4 — jede Teilmenge

wird um 1 verringert).

Implikationen fur den Unterricht

Die vorgestellten heuristischen Rechenstrategien
ermoglichen eine effiziente und weniger
fehlerbelastete Losung von  verschiedenen
Rechenaufgaben. Um diese Strategien anwenden
zu konnen, benétigen die Schiilerinnen und
Schiiler jedoch die notigen konzeptuellen

Verstindnisvoraussetzungen, um eine Einsicht in

die zugrundeliegenden GesetzméaBigkeiten zu
erlangen. Erst wenn sie die notwendige
konzeptuelle arithmetische Entwicklung
vollzogen haben, konnen sie diese verschiedenen
Strategien verstehen, erkliren und flexibel
einsetzen. Dafiir ist ein entwicklungsorientierter
differenzierender = Mathematikunterricht not-
wendig, in dem die Kinder beim Erwerb der
aufeinander aufbauenden Konzepte (Konzept der
Zihlzahl mit der 1-zu-1-Zuordnung, Konzept des
Ordinalen Zahlenstrahls, Konzept der Kardi-
nalitdt, Teil-Teil-Ganze-Konzept mit dem
Verstdandnis des Enthaltenseins und der Klassen-
inklusion von Mengen) unterstiitzt werden. Dies
umfasst einen reflektierten Einsatz unterrichtlich
genutzter Materialien (zdhlend, teilweise zéhlend,
nicht zdhlend), um mathematische Handlungen zu

verdeutlichen sowie um Mengen und deren

Beziehungen zueinander zu reprisentieren.

Sind bei den Schiilerinnen und Schiilern die kon-
zeptuellen Voraussetzungen vorhanden, wird fiir
einen flexiblen Einsatz der verschiedenen L&-
sungsstrategien aullerdem notwendig, dass im
Mathematikunterricht die Vielfaltigkeit der mog-
lichen Losungswege einen zentralen Stellenwert
bekommt (Padberg & Benz, 2011), das bedeutet
weg von einer Ergebnisorientierung hin zu einer
Losungsprozessorientierung. Den Kindern muss
die Moglichkeit gegeben werden, verschiedene
Losungsstrategien zu entdecken, kennenzulernen
und letztlich zu nutzen. Wichtig ist dabei, das
unreflektierte Anwenden auswendig gelernter
Algorithmen durch Kommunikation {tiber die

Losungswege aufzudecken und zu tiberwinden.
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Des Weiteren miissen fiir die vorgestellten
Strategien einfache Einspluseins-Aufgaben und
Verdoppelungsaufgaben durch hiufige Anwen-
dung routiniert werden. Um dies zu ermoglichen,
ist ein breiter, insbesondere mengenorientierter
(weniger ziffernorientierter) Einsatz von Grund-
aufgaben im Unterricht notwendig, sodass die
Schiilerinnen und Schiiler in vielen verschiedenen
Situationen =~ Mengen-beziehungen  erleben,
nutzen, bewusst einsetzen und z.B. im Rahmen

von Rechengeschichten anwenden lernen.

Fazit

Der vorliegende Artikel zeigt deutlich, wie
facettenreich ~ die  LoOsungsstrategien  fiir
mathematische Grundaufgaben sein konnen. Vor
allem um heuristische Strategien auszubilden,
bedarf es bereits einer Vielzahl an Kompetenzen,
die im Rahmen aufeinander aufbauender
konzeptueller ~ Entwicklungslevels — erworben
werden. Abhingig vom individuellen
konzeptuellen Entwicklungs-stand konnen nur
spezifische Strategien angewendet werden.
Daraus ergibt sich die besondere Bedeutung der

individuellen Forderung der Kinder im
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