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Komponenten und Entwicklung des Zahlkonzepts - eine Analyse im Lichte neuerer ent-
wicklungspsychol ogischer und mef3theoretischer Ergebnisse

1 Der konzeptudle Status von Zahlen

Im Rahmen philosophisch-mathematischer Ansédtze steht hdufig der kardinale Aspekt na-
turlicher Zahlen im Vordergrund, auf den sprachlich mit Kardinal-Konstruktionen (,, sieben
Zwerge") referiert wird. Zahlen werden jedoch nicht nur in solchen quantitativen, sondern
auch in ordinden (,,der dritte Mann“) oder nominalen Kontexten (,Bus Nr.129) ge-
braucht. Bel einer umfassenden Analyse des Zahlkonzepts sind daher auch diese Kompo-
nenten zu berticksichtigen.

Fir eine solche generelle Herangehensweise bietet sich die sog. ,, Repréasentationstheorie
der Messung” als Ausgangspunkt an: Dieser Ansatz ermoglicht es, die unterschiedlichen
Arten der Zahlzuweisung unter einer allgemeinen Definition von ,, Messung* zusammen-
zufassen, namlich as homomorphe Abbildungen eines empirischen Relativs. 4 auf ein nu-
merisches Relativ B (vgl. Orth 1983).

AUf dieser Badis lassen Sch folgende Arten der ,, Messung® - d.h. hier: der Zahizuweasung - unter-

scheiden (n sai jeweils die zugeordnete Zahl, u das gemessene Objekt):?

* numerische Quantifizerung: n zeigt die Machtigkeit vonu an (Uit ene Menge);

* Messung i.e.S: n zegt die Ausprégung einer extensiven Eigenschaft wie Lange oder Ge-
wicht von u (,, direkte Messung i.eS*“) oder die ener nicht-extensiven Eigenschaft wie
Temperatur von u (,indirekte Messungi.eS*“) an;

« ordinale Numerierung: nzeigt den Rang von u in einer geordneten Menge o, an;

* nominale Numerierung: n dient as,, label“ zur Identifizierung von u in einer Menge o.

Man kann die verschiedenen Mef3arten danach eintellen, auf welchen Aspekt der natiirli-
chen Zahlen sie rekurrieren. Von der Art und Weise, wie eine Messung auf die jewellige
Relation in N Bezug nimmt, hangt dann der Typ der ihr zugrundeliegenden Skala ab.

Der Erwerb der verschiedenen Mef3arten fuhrt zur Ausbildung unterschiedlicher numeri-
scher Konzepte, die im folgenden als ,, Anzahl“, ,,Rang®, ,Mal3* und ,, Nummer” analysiert
werden. Abb.1 skizziert die Zusammenhange zwischen Eigenschaften natirlicher Zahlen,
M ef3arten und numerischen Konzepten:

' Die relevanten Phanomene kénnen hier nur skizziert werden; firr eine ausfihrliche Diskussion und
detaillierte Definitionen der betreffenden Mef3arten und der mit ihnen verkniipften numerischen
Konzepte vgl. Wiese (1995; 1996).
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Abb.1

Um in den diskutierten Arten der Messung als Bilder fungieren zu kénnen, miissen Zahlen
bestimmte Merkmale aufweisen, die mit den bereits von Dedekind (1887) aufgestellten
Bedingungen fur ein System N der natlrlichen Zahlen Gbereinstimmen: (i) Alle Elemente
von N miissen wohlunterschieden sein (nominaler Aspekt); (i) N mul3 geordnet sein, jedes
Element von N verweist dementsprechend auf einen bestimmten Rang (ordinaler Aspekt)
sowie auf eine bestimmte Vorgangermenge ener definiten Quantitét (quantitativer
Aspekt); (iii)) N muf3 einfach unendlich sein und ist daher fir beliebige Erwelterungen ver-
fUgbar.

Zahlen sind nach dieser Auffassung nicht bestimmte abstrakte Entitéten, sondern als Men-
ge der natirlichen Zahlen gebraucht zu werden ist eine Funktion, die von alen Sequen-
zen eflllt werden kann, die die genannten Eigenschaften aufweisen. Die hier entwickelte
Analyse ist damit anders as andere Ansétze weder auf den kardinalen noch den ordinalen
Aspekt natiirlicher Zahlen festgelegt, sondern kann die Verwendung von Zahlen zur Ab-
bildung sowohl quantitativer as auch ordinaler und selbst nominaler Eigenschaften erfas-
sen.

Interessanterweise werden die genannten Bedingungen bereits von den Zahlsequenzen
nattrlicher Sprachen erflllt (vgl. hierzu auch Wiese 1995; 1996). Fir den Bereich der
common sense-Ontologie kdnnen diese daher as Systeme in Zahlfunktion identifiziert



werden; der Erwerb der Zahlsequenz bildet eine wesentliche Basis fir die Entwicklung
numerischer Konzepte.

2 Numerische K onzepte

Fur das Zahlkonzept kann somit as Basi skomponente die Reprasentation einer Sequenz N

von Zahlwortern zugrundegelegt werden, die aufgrund ihrer rekursiven Struktur eine un-

endliche Menge wohlunterschiedener (sprachlicher) Entitdten bilden. Auf diese Sequenz

greifen verschiedene numerische Konzepte zu, die die oben diskutierten Arten der Zahl-

Zuweisung reprasentieren:

(i) Anzahl: Représentation einer numerischen Quantitét n;

(i) Rang:  Reprasentation eines numerisch definiten Stellenwerts n in einer geordneten
Menge o;;

(iif) Nummer: Reprasentation eines numerischen ,, labels’ n zur Identifikation eines Objekts
In einer Menge o.

Diese Konzepte konnen mithilfe der folgenden Definitionen formalisiert werden
(fir jedes x € N sai N* jeweils die kleinste Teilmenge von N, fir die gelte:
fur allev € N: v e N* genau dann, wenn v < x):

Definition 1. Anzahlzuweisung (numerische Quantifizier ung):

Sei ne N (d. h. nist Element der Zahlsequenz) und sei o, eine Menge;
dann s Anz(a,,n) wahr genau dann,

wenn es eine eineindeutige Abbildung f von o, auf N" gibt.

Definition 2: Stellenwer tzuweisung (or dinale Numerierung)
Sel ne N; sal o eine Progression, die durch eine Relation R geordnet ist, und $ei a € o
dann sa Nuyq4(a,0,,n) wahr genau dann,

wenn eine eineindeutige Abbildung f von o. auf NP existiert,

so dal3 xRy genau dann, wenn f(X) < f(y) fur dlex,y € o, und f(@ = n.

Definition 3: Zuweisung numerischer , labels® (nominale Numerierung)
Sa neN; sa o ene Menge und sai a e o; dann sai Nupom(a,0,n) wahr gerfau dann,
wenn es eine injektive Funktion f von o auf N gibt und f(a) = n.

Auf diesen Konzepten findet eine Rethe von Operationen statt:

» Die Konzepte niedriger Anzahlen werden mit friihen, vermutlich angeborenen Konzep-
ten der ,, Einheit”, ,,Zweiheit* und ,, Dreiheit* verbunden.

* Neben N wird ein weiteres System in Zahlfunktion, das System Zi von Ziffern, erwor-
ben, das mit N korreliert wird.

» Durch Abstraktion von konkreten Anzahlen entsteht das Konzept ,, Ganze Zahl,,,“, das
Referenten einfacher mathematischer Aussagen reprasentiert.



» Das Konzept ,,Mal3* reprasentiert die Korrelation von Objekten mit diskreten Mengen
von Mal3objekten im Rahmen der Messung i.e.S. und erméglicht so mittelbar die Ver-
knUpfung von extensiven und nicht-extensiven Eigenschaften mit Anzahlen.

3 Struktur desZahlkonzepts

Diese, miteinander verknipften und in je unterschiedlicher Welse auf die Zahlsequenz be-
zogenen Komponenten machen die Struktur des Zahlkonzepts aus:

Auf die Représentation einer einfach unendlichen Sequenz N von Zahlwortern greifen ver-
schiedene, miteinander verkniipfte und aufeinander aufbauende numerische Konzepte zu,
deren Erwerb jewells auf dem Erlernen bestimmter Mel3verfahren basiert.

Abb. 2 gibt einen abschliefRenden Uberblick tber den Aufbau des Zahlkonzepts:
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